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CORSO 
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LIBRO III. 

NOZIONI DI GEOMETRIA DESCRimVA. 



CAPITOLO PRIMO. 

TEOREMI B PROBLEMI. 



179. Il metodo delle rappresentazioni o profezioni 
consiste nel rappresentare sopra una superficie data j e se- 
condo una certa legge, alcuni punti situati nello spazio. 
Questa parte della geometria che ne forma il complemento, 
ed alla quale si è dato il nome di geometria descrittiva , 
trova continuamente la sua applicazione nelle arti grafiche : 
perciò conviene dare alcune nozioni su questo particolare , 
onde facilitarne l' intelligenza agli alunni delle scuole mi- 
litari, che devono applicarsi alle cognizioni di fortificazione. 

180. Un punto è dato nello spazio, per mezzo delle 
sue distanze a tre piani noti. Comunemente si suppon- 
gono questi piani rettangolari, e tali gli considereremo 
in seguito. ( fig. 141 ) 

Sia M il punto di cui si tratta , riferito ai tre piani 
rettangolari bac , dab , cad. Le rette MM' , MM* , MM'", 
che misurano le distanze da questo punto ad ognuno di 
questi piani, sono le costole contigue del parallelepipedo 
rettangolo M^n. Ora, in questo corpo, il quadrato della 
diagonale aW è eguale alla somma dei quadrati delle tre 
costole d’ un medesimo angolo triedro, poiché ( n.° 77 }. 

* ediJ¥'* = -f . 

Dunque il quadralo dalla distanza da un punto qua- 
lunque M dello spazio a quello in cui i tre piani coor- 
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dinati s' incontrano , è eguale alla somma dei «quadrati 
delle distanze dal punto M a ciascuno di questi piani. 

Il piede della perpendicolare ahliassata da un punto 
dato sopra un piano, si chiama la rappresentazione o pro- 
jezione perpendicolare, o semplicemente la rappresenta- 
zione di questo punto. 

I piani su cui si rappresentano i punti dello spazio , 
diconsi i piani di rappresentazione , o piani coordinati. 
Per meglio stabilire le idee, supporremo che uno di 
questi piani sia orizzontale, e che gli altri due siano 
verticali. 

( fig. 142) La rappresentazione eT una retta sopra un 
piano , è l’ intersezione di questo piano con un altro, che 
si chiama piano rappresentante , che gli è perpendicolare 
e che passa per la retta proposta. Così la retta MN ha 
per rappresentazione orizzontale M'N’ , e per rappresen- 
tazione verticale M'N'. 



181. La posizione df una retta nello spazio è determi- 
nata dalle sue rappresentazioni sui piani coordinati. 

Infatti se per le rappresentazioni di questa retta , si al- 
zano dei piani perpendicolari ai piani respettivi di rap- 
presentazione, ognuno di essi conterrà la retta della quale 
si tratta; essa sarà dunque la sezione comune di questi 
piani. 

Egli è quindi facile di conchiudeme che 1’ una delle 
tre rappresentazioni d’ una retta essenzialmente dipende 
dall’ altre due. Così in avvenire si considereranno due 



soli piani di rappresentazione , l' orizzontale ed il vertica- 
le , e supporremo anche che il piano verticale sia stato 
abbassato sul piano orizzontale , facendolo rivolgere a 
guisa di cerniera intorno alla loro comune sezione. Da 
questa circostanza deriva un’osservazione importante, cioè 
che le due rappresentazioni d‘un medesimo punto si tro- 
vano sopra un’ istessa retta perpendicolare all’ interse- 
zione dei due piani di rappresentazione. 

(fig. 141) Per esempio nella figura in prospettiva, il 
punto M è rappresentalo sni piani bac , bad, secondo le 
perpendicolari MM' , MM* -, le rette M'n, M'n, respetti- 
vamente parallele a ijueste perpendicolari , formano dun- 
que degli angoli retti colla linea ab ; abbassando dunque 
il piano dab sul piano bac, i punti jlf', M" saranno sulla 
retta M’M' perpendicolare ad ab. 

182. In Architettura il disegno eseguito sul piano oriz- 
zontale di rappresentazione , si chiama pianta geometrica ; 
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serve questa a fare conoscere la posizione respettiva delle 
rappresentazioni di tutti i punti rimarchevoli d’ un edifi- 
zio ; e queste rappresentazioni per quello che precedente- 
mente è stato detto , vengono date dai piedi delle linee 
a piombo, ossia delle perpendicolari abnassate su questo 
piano. Si rappresentano sopra al piano verticale questi 
medesimi punti , e per conseguenza si trovano le loro 
altezze al disopra del piano orizzontale. La figura che da 
quest’ ultima operazione ne risulta, dicesi taglio o profilo 
se essa rappresenta una sezione fatta nell’ edifizio ; ed ele- 
vazione se ne rappresenta le sole parti esterne. 

La retta secondo cui un piano incontra uno dei piani 
di rappresentazione, si chiama V indice o traccia di que- 
sto primo piano. 

\ 83. Un piano è nolo per mezzo delle sue tracce sopra 
ognuno dei piani di rappresentazione. ( fig. 143) 

Se infatti mM' ed mdf" sono le tracce di questo piano 
sul piano orizzontale hac , e sul piano verticale dab ; i tre 
punti M' , m, , non trovandosi mai in linea retta, ed 
appartenendo al piano di cui si tratta, ne determinano 
necessariamente la posizione. 

Se accadesse che la traccia Af'/n fosse perpendicolare 
ad ab , il piano M*mM' sarebbe perpendicolare al piano 
orizzontale; e se le due tracce fossero perpendicolari ad 
ab il piano suddetto sarebbe contemporaneamente perpen- 
dicolare ai due piani di rappresentazione; ciò cu è ma- 
nifesto. 

184. Essendo dati due piani non paralleli, trovare 
le rappresentazioni della loro intersezione. ( fig. 1 44 ) 

Siano M'mM‘, M'nM'^, i due piani dati. I due punti 
W, M", situati respettivamente nel piano orizzontale e 
nel piano verticale, appartenendo contemporaneamente ai 
due piani dati , ne segue che la retta M'M'* è la comune 
loro sezione. Se si abbassano adunque sopra ab le per- 
pendicolari M'(f, Mfi, le rette pM' qM'‘ saranno le rap- 
presentazioni orizzontale e verticale dell’ intersezione dei 
due piani dati. 

185. Trovare le rappresentazioni della retta che passa 
per due punti dati. ( fig. 1 45 ) 

Questo problema si risolve immantinente , congiungendo 
sopra ciascun piano di rappresentazione, le rappresenta- 
zioni dei punti dati. Per esempio, la retta M'Di' che pas- 
sa per le rappresentazioni orizzontali di questi punti , è 
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pure la rappresentazione orizzontale della retta clie con- 
giunge questi stessi punti; similmente M'N" è la sua 
rappresentazione verticale. 

186. Le rappresentazioni di due rette, parallele nello 
spazio , sono esse pure parallele sopra ciascun piano di 
rappresentazione. ( fig. 146) 

Essendo MN ,, PQ le rette proposte, i due piani rap- 
presentanti verticali QPQ' , sono paralleli; sup- 

ponendo inseguito le linee NN' , QQ ’ perpendicolari al 
piano orizzontale gli angoli MNN', PQQ' sono 

eguali (n.” 128), ed hanno i loro piani paralleli. Dunque 
le rappresentazioni JlfA', PQ' sono esse pure paralle- 
le (n.® 126). 

Se il parallelismo delle rappresentazioni non avesse luo- 
go che sopra uno dei piani coordinati , le rette suddette 
non sarebbero parallele ira loro. Questa circostanza avver- 
tirebbe soltanto che una di quelle rette è parallela al 
piano rappresentante dell’ altra. 

Si concepisce facilmente che due rette si tagliano nello 
spazio , quando le loro rappresentazioni sopra ciascun 
piano coordinato s’ incontrano in due punti situati sopra 
una medesima linea perpendicolare ad ab ( n.° 181 ), e 
questi punti sono allora le rappresentazioni del punto 
cercato. 

187. Per un punto dato condurre una parallela ad 
una retta data. (fig. 147) 

Risulta dal teorema precedente che tale problema sarà 
risoluto , se per le rappresentazioni P' , i*” del punto 
proposto , si conducono in ogni piano coordinato delle 
rette F'G', respettivamente parallele alle rappre- 

sentazioni M'N' , JlfA" della retta data; perchè le rette 
F'G' ^ saranno le rappreseutazioui orizzontale e ver- 

ticale della retta cercata. 

188. Trovare l’intersezione d'un piano e di una linea 
retta, (fig. 148) 

Siano nella figura in prospettiva, M'oM'‘ il piano dato, 
e PR la retta di cui bisogna trovare le rappresentazioni 
R' ^ JR' del punto R d’incontro con questo piano. 

A <juest’ effetto si cercherà la comune sezione d’ uno 
dei piani rappresentanti PRR'P' col piano proposto; que- 
sta linea passeri necessariamente per il punto A, e la sua 
rappresentazione sul plano verticale, taglierà quella P"R'‘ 
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della retta data PR in un punto R" , cbe sarà la rappre- 
sentazione del punto cercato. 

Per eseguire realmente questa costruzione, siano M'oM' 
il piano dato, ed nM' , qQ', le rappresentazioni della 
retta della quale si cerca l' incontro con questo piano. 

Gindncete dai punti M', n, le perpendicolari M'm, nM* 
alla retta , e la linea mM* sarà ( n.° 184) la rappre- 
sentazione verticale della comune sezione del piano rap- 
presentante Jf/iilf, col piano M'oM*. Cosi il punto R* 
sarà la rappresentazione verticale del punto R. In quanto 
alla rappresentazione orizzontale R ' di questo punto , s’ot- 
tiene conducendo R*R‘ perpendicolare ad ab ( n.° 181 ). 

Si otterrebbe lo stesso intento, coll' effettuare la costru- 
zione rappresentata dalla figura 149. 

189. Dato un piano trovare per ciascun punto del 
piano orizzontale la coordinata verticale , vale a dire 
1‘ altezza di quello che gli corrisponde nel piano dato. 

(fig- 150) 

Siano M'oM* il piano dato, e P' la rappresentazione * 

orizzontale del punto di questo piano , di cui si cerca 
l’altezza al disopra di bac. Se nel piano M'oM* si conce- 
pisce un’ orizzontale PQ* , essa sarà parallela alla traccia 
oW , ed in tal caso qQ' ossia nP* sarà l’altezza del punto 
P al disopra del piano orizzontale bac. 

Ciò posto , conducete P 'q parallela ad oM' ; alzate qQ ' 
perpendicolare ad nò, e le linee P'P*, Q"P“, respettiva- 
mente parallele a qQ* e ad ab, s’incontreranno in un 
punto P ' ebe sarà la rappresentazione verticale del pun- 
to cercato P. Dunque nP " ossia qQ " sarà la sua altezza 
al disopra del piano orizzontale. t 

190. Determinare l' angolo che una retta fa con uno 
dei piani di rappresentazione, (fig. 151 ) 

E manifesto ebe 1’ angolo che forma una retta P'N con 
un piano abe è quello che questa retta fa colla traccia P'N* 
del piano rappresentante P'NN' sul piano nòe. Se dunque 
eF' , gG' sono le rappresentazioni d’ una retta data, si 
prenderà arbitrariamente sopra eF' un punto N' ; ed il 
punto N* determinato dall'incontro della retta per- 
pendicolare ad nòe colla rappresentazione gG*, sarà la 
rappresentazione verticale del punto N. 

Si tratta adesso di trovare i punti, in cui la retta MN 
incontra i piani coordinati. Ora questi punti sono quelli 
in cui la retta d’intersezione dei due piani rappresentan- 
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ti , incontra i piani coordinati ; dunque ( n.*’ 1 84 ) i punti 
/* ' , P " sono 1 punti cercati. 

Rimane a determinarsi l’angolo NP 'N‘. A quest’ ogget- 
to, se si considera che il triangolo NP'N', rivolgendosi 
intorno a P 'N' , sia abbassato sul piano orizzontale , la 
retta IVN rimarrà costante ed eguale ad N“h. Facendo 
per conseguenza N'rt perpendicolare a P'N' ed eguale ad 
N“h , r angolo N'P ’n sarà quello che si cerca. La figu- 
ra 152 rappresenta il caso in cui la retta data incontra 
il piano orizzontale bac , supposto prolungato verso d. 

191. Trovare l’angolo che un piano dato fa con ognu- 
no dei piani di rappresentazione, (fig. 153) 

Sia M'oM" il piano dato ; determinare per esempio 
l’angolo che questo piano fa coll’orizzontale bac. 

Se da un punto qualunque P, preso sul piano M'oM’’, 
si abbassa sopra bac una perpendicolare PP', e cbe per 
questa perpendicolare si concepisca un piano PPW per- 
pendicolare al piano dato M'oM'‘ , l’angolo PN'P' sarà 
quello che si cerca. 

Ciò posto prendete a piacere un punto P' sul piano 
orizzontale, e da questo punto, abbassate sopra oM' la 
perpendicolare P'N'. Cercate col metodo del n.® 189, la 
rappresentazione P" del punto P, e prendete sopra t/P', 
parallela ad oM' la parte P'p z= P “r. Allora l’angolo 
pNJp' sarà l’ inclinazione cercata. 

C facile di dimostrare che la perpendicolare abbassata 
da un punto qualunque d’ un piano inclinato all’orizzon- 
te , sopra l’ indice di questo piano , o sopra una linea 
orizzontale che ci sia contenuta , è la linea del maggior 
pendìo di questo medesimo piano; d’onde ne segue che 
se si volesse determinare la linea del maggior pendìo del 
piano M'oM*, si abbasserebbe da un punto qualunque P, 
una perpendicolare PN' sull’orizzontale oM' , la quale 
sarebbe la linea cercata. 

Da quello che precede si concepisce il modo di costrui- 
re un piano, di cui l’indice o traccia oM' , e l’angolo 
PN'P' fossero noti. 

192. Per un punto dato, condurre un piano parallelo 
ad un altro piano dato. ( fig. 154 ) 

Dovendo i piani essere paralleli, le loro tracce su pia- 
ni coordinati saranno pure parallele ( n.° 186). Sopra 
questa proprietà è fondata la costruzione seguente. 

Siano M'mM" il piano dato, e P', P“ le rappresenta- 
zioni del punto del quale si tratta. Si condurrà P'e pa- 
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rallela ad mM' e si formerà il rettangolo epP'‘E'‘: allora 
il punto £' trovandosi sulla traccia verticale del piano 
cercato , si condurrà ad mM'' la parallela nE'N'; e per 
il punto n, la retta niV' parallela ad inJtf'. Il piano iV"niV‘ 
determinato in questa guisa, sarà parallelo ad M'mM', e 
passerà per il punto dato. 

193. Se una retta è perpendicolare ad un piano, la 
sua traccia e la rappresentazione di questa retta sul 
medesimo piano coordinato saranno perpendicolari l’una 
all' altra. ( fig. 155 ) 

Siano M'mM' il piano che si considera , e PQ la retta 
che gli è perpendicolare; cosi ogni piano PQ' che passa 
per questa retta , sarà esso pure perpendicolare al piano 
M'mM'' ( n.“ 133) ; conseguentemente, se il piano PQ è 
il piano rappresentante della retta PQ, esso soddisfarà a 
questa condizione , e sarà inoltre perpendicolare al piano 
orizzontale bac ; dunque quest’ ultimo ed il piano M'mM , 
gli saranno ambedue perpendicolari ; la loro comune se- 
zione dunque o la traccia mM' goderà pure di questa 
proprietà : dunque finalmente mM ' sarà perpendicolare a 
P'Q' , rappresentazione orizzontale della retta PQ. Nel- 
r istessa guisa si ragionerebbe relativamente alla rappre- 
sentazione verticale. 

194. Da un punto dato condurre una retta perpendi- 
colare ad un piano dato. ( 6g. 156) 

Risulta dal teorema precedente, che se dalle rap^ire- 
sentazioni P‘ , P' del punto dato si abbassano respettiva- 
mente sopra le tracce mM‘, mM' del piano dato, le per- 
pendicolari P'Q', P'Q‘, esse saranno le rappresentazioni 
della linea che gode delle due proprietà proposte. 

Se si volesse determinare la lunghezza della perpendi- 
colare al piano dato, bisognerebbe primieramente cercare 
le rappresentazioni del suo piede col processo del n.” 188, 
e quindi costruire sulla rappresentazione della lunghezza 
della perpendicolare suddetta un trapezio, le cui basi pa- 
rallele e perpendicolari a questa rappresentazione fossero 
eguali all altezze dell’estremità di questa perpendicolare 
al disopra del piano coordinato che contiene la rappresen- 
tazione della quale si tratta ; in tal caso il quarto lato di 
questo trapezio sarebbe la lunghezza richiesta. 

195. Condurre da un punto dato un piano perpendi- 
colare ad una retta data. ( fig. 15’3 ) 

Le rappresentazioni della retta , e le tracce del piano 
dato , dovendo essere fra loro perpendicolari , sopra eia- 
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seno piano coordinato , ne aegne che il problema sarà ri- 
soluto, quando si conoscerà un punto di queste tracce. 

A quest' effetto per il punto P', Irappresentasione orii- 
zontale del punto dato, conducete P'q perpendicolare alla 
rappresentasione e'M' della retta data ; questa linea P'q 
sarà parallela alla traccia del piano cercato , e potrà es- 
sere riguardata come la rappresentazione , sul piano oriz- 
zontale , d’ una linea che gli sarebbe parallela , e che pas- 
serebbe per il punto dato. Se si & dunque la costruzione 
indicata al n.° 189, l’incontro di quest’ ultima retta col 
piano verticale avrà luogo in Q". Allora , condneendo da 
una parte Q"/n perpendicolare alla rappresentazione e'M', 
questa sarà la traccia del piano cercato sopra il piano 
verticale j e conducendo dall’ altra parte mM' perpendi- 
colare ad e'M' , sarà questa la sua traccia orizzontale. 

Si può adesso risolvere quest’altro problema fig. 156 bis. 

Dati due piani, trovare l'angolo eh' essi fanno fra loro. 

U angolo dei due piani è il medesimo di quello delle 
due linee perpendicolari , condotte in ognuno di questi 
piani ad uno stesso punto della loro intersezione ; linee 
che necessariamente determinano un piano perpendicolare 
a quest’intersezione ( n.° 120). Fatta la costruzione delle 
rappresentazioni dell'intersezione dei piani dati ( n.° 184), 
e condotto da un punto scelto ad arbitrio su questa retta, 
un piano che gli sia perpendicolare ; avendo poscia fatta 
la costruzione delle tracce di questo nuovo piano sopra 
ognuno dei piani proposti , non si avrà altra cosa a fare , 
se non che di determinare 1’ angolo di queste due tracce. 
Eccone una costruzione semplicissima su questo particolare. 

Siano M'mM* , M'nM' i due piani dati; pM' e pM* 
saranno ( n.° 184) le rappresentazioni orizzontale e verti- 
cale della loro sezione comune. Per avere questa sezione 
comune, sia condotta perpendicolare a pM' ed egua- 
le a pM' , allora la retta M'M, sarà quella richiesta. Im- 
maginiamo quindi il triangolo M^pM' nel senso verticale ; 
e per il punto K preso ad arbitrio sopra pM' , inalziamo 
un piano perpendicolare ad M,M', allora PR' sarà la 
traccia di questo piano sul piano verticale M,^pM', Fa- 
cendo adesso girare il primo intorno alla sua traccia oriz- 
zontale S'Q', la retta R'P che è perpendicolare ad R'S' 
verrà ad applicarsi sopra M'R‘, ed il punto P caderà sul 
punto P' ; ai più il triangolo di cui i tre punti Q', P , S' 
sono i vertici , non cangerà in verun modo per quest’ ab- 
bassamento ; sarà dunque lo stesso precisamente che il 
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triangolo Q'P'S' ; dunque l’angolo in P' sarà quello dei 
due piani dati. 

196. Fare pattare un piano per tre punti dati. (fig. 158) 

Se per i punti dati M, N, P si concepiscano due rette 
MN , NP , le loro rappresentazioni respettive saranno sul 
piano orizzontale , N'P' ; e sul piano Terticale sa- 

ranno M'N'iN'P*. Inoltre i loro punti d’incontro F\ E' 
col piano abCjSÌ determineranno col metodo del n.” 190; 
così la traccia orizzontale del piano cercato sarà hE', Bi- 
sognerà quindi assoggettare questo piano a passare da uno 
qualunque dei tre punti dati , per esempio dal punto iV; 
ed in tal modo s’ otterrà 1’ altra traccia hG'. 

Non ci estenderemo di più sopra questo soggetto , per- 
chè le figure in prospettWa ed in pianta indicano conve- 
nientemente la costruzione che si tratta d’ eseguire. 

Se si volesse trovare 1’ altezza verticale d^un quarto 
punto dato dalla sua rappresentazione , e che fosse nel 
medesimo piano dei tre punti dati M, iV, P, si proce- 
derebbe siccome abbiamo detto nel n.° 189 ; ma si può 
ancora risolvere questo problema , indipendentemente dalle 
tracce del piano che contiene questi punti. Perciò , sup- 
pongasi come precedentemente, che i punti M, N, P sia- 
no rappresentati in M', IV', P', sul piano orizzontale, e 
che sia d’ uopo trovare la coordinata ossia 1’ altezza verti- 
cale del punto z'. Si condurrà la retta M'z' fino in x' 
( fig. 1 59 ), e la retta x'x parallela a PP ' ; la retta Mx 
conterrà allora il punto z cercato, e per conseguenza zz' 
parallela ad MIU' sarà l’altezza richiesta. 

Sarebbe egualmente facile il condurre nel piano MIVP 
un’ orizzontale per il punto z. Si cercherebbe a quest’ ef- 
fetto, per mezzo della teoria delle linee proporzionali tanto 
nel trapezio MN’, quanto nell’ altro MP’, un punto y od 
u , la cui altezza yy' o uu' al di sopra del piano di rap- 

I iresentazione fosse eguale a zz', e la retta yzu sarebbe 
’ orizzontale di cui si tratta. 

Si osservi che nelle figure in pianta le altezze superiori 
al piano orizzontale si contano partendo da ab ( fig. 159 bit ). 

197. Date nello tpazio due rette non parallele, da 
una di ette condurre un piano parallelo aW altra, e 
miturare la dittanza pià corta fra auette due rette, 
(fig. 160) 

Siano ef, gh le due rette date. Se per un punto qua- 
lunque f della prima , si concepisce una retta fq parallela 
all’altra retta gh , le linee ef,fq determineranno neces- 
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sariamentc la posizione d’ un piano pq , che sarà parallelo 
alla seconda retta gh ( n.® 124). 

Per misurare la più breve distanza dalla retta ef alla 
retta gh , bisogna per quest’ ultima condurre un piano hrg 
perpendicolare a pq , e dal punto r comune alla retta ef 
ed uir intersezione ab dei due piani ag , pq , inalzare a 
quest’ ultimo la perpendicolare rs , che sarà tutta intiera 
nel piano ag^e che misurerà la più corta distanza richie- 
sta. Ne segue che questa più breve distanza è contempo- 
raneamente perpendicolare alle due rette date. 

Eccone le costruzioni relative a questa soluzione. E'P\ 
eP ‘ sono le rappresentazioni della prima retta data , ed 
O'm , oAf sono quelle della seconda retta. Il punto in 
cui la prima retta incontra il piano orizzontale è £' ( n.® 
1 90 ) , e quello in cui la seconda retta incontra questo 
medesimo piano è O '. Ora per fare passare per E ' una 
linea parallela alla seconda retta data, si condurranno le 
rette E'L' ed eL" respettivamente parallele alle linee O'm, 
oM" : queste rette saranno le rappresentazioni della linea 
cercata. 

Si tratta adesso di trovare la posizione del piano che 
passa per questa terza linea , e per la prima retta data , 
piano che sarà parallelo alla seconda retta ; facilmente si 
arriverà alla soluzione col metodo seguente. Prolungando 
E'L' fino in g , ed inalzando all’ asse ab la perpendicolare 
gG*, il punto G‘, sarà quello in cui la terza retta incon- 
tra il piano verticale. Prolungando parimente E'P' fino 
in f, il punto F', intersezione della perpendicolare fF' c 
del prolungamento di eP", sarà il punto in cui la prima 
retta incontra il piano verticale; dunque la linea E'G“ sa- 
rà la traccia verticale del piano cercato , e la linea hE' la 
sua traccia orizzontale. 

Bimane ad abbassarsi una perpendicolare da un punto 
qualunque della seconda retta, sul piano JT'AAT" ai cui 
ne abbiamo ora determinata la posizione. Si scelga perciò 
il punto le cui rappresentazioni sono O', o, e si abbassino 
respettivamente da queste rappresentazioni le perpendico- 
lari O'K', oE“ sulle tracce Aie ', AK“ (n.®194); in seguito 
si conduca ICV perpendicolare ad ab, e si congiungano i 
punti r, ed iS'. Il punto iV' ed il suo corrispondente JV"’, 
saranno le rappresentazioni del piede della perpendicolare 
della quale si tratta. Si troverà finalmente la lunghezza 
di questa perpendicolare, come si è indicato alla fine del 
n.® 194. 
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198. Dati i tre angoli piani che formano un angolo 
triedro , trovare per mezzo d’ una costruzione piana , 
l'angolo che due di questi piani fanno fra loro. (fig. 161) 

Sia S r angolo triedro , composto degli angoli piani 
noti ASB , ASC , BSC. Si tratta di trovare 1’ angolo che 
due di questi piani fanno fra loro ; l’ angolo dei piani 
ASB , ASC per esempio. 

A tal effetto si concepisca , che da un punto qualunque 
B , preso sulla costola SB , si sia abbassata sul piano ASC 
la perpendicolare BP, sùlla costola AS la perpendicolare 
BA , e sopra SC la perpendicolare BC. Se si congiungono 
FA e PC gli angoli BAP, BCP misureranno le inclina- 
zioni respettive dei piani ASB, BSC con quello ASC 
( n.” 131 ). 

Ciò posto si facciano sopra un piano gli angoli ASB\ ASC, 
CSB'', respcUivamente eguali agli angoli ASB, ASC, BSC 
nella figura in rilievo; si prenda SB' — SB" =. SB , e dai 
punti B', B* s’abbassino sulle linee AS, CS, le perpendi- 
colari B'A , B’C che s’incontreranno in P. Dal punto A 
come centro e col raggio si descriva la semicirconfe- 
renza B'hD ; al punto P s’ inalzi sopra B'D la perpendi- 
colare P6 , e si congiunga 1>A. L’angolo bAP sarà eguale 
a BAP nella figura in rilievo, e rappresenterà per con- 
seguenza r inclinazione cercata dei due piani ASB, ASC-, 
ciò eh' è manifesto , perchè nella costruzione precedente l 
triangoli ASB , BSC sono supposti essere abbassati sul 
terzo ASC. 

Se il punto P cadesse ita A e B' nella figura piana, 
r angolo DAb sarebbe ottuso , e misurerebbe parimente 
r inclinazione richiesta. 

É stato dimostrato ai n." 136 e 135, che gli angoli 
piani che compongono un angolo triedro , sommati sono 
sempre minori di quattro angoli retti , e che l’ angolo 
piano maggiore è contemporaneamente minore della som- 
ma degli altri due. Bisognerebbe dunque per potere co- 
struire un angolo triedro , che i tre angoli piani presi ad 
arbitrio soddisfacessero a queste due condizioni. Si scorge 
d’ altronde che il problema proposto sarebbe impossibile , 
se il punto P fosse situato fuori della retta B 'D ; così i 
limiti dell’angolo CSB", unico supposto variabile, sono 
CSH , CSK. Si vede inoltre il modo che si può dedurre 
da tale costruzione per risolvere il problema seguente, 
eh’ è r inverso del precedente. 
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Essendo dati due dei tre angoli piani che formano 
un angolo triedro, coll' angolo che i loro piani fanno 
fra loro , trovare il terzo angolo piano. 



CAPITOLO IL ' 

DEI PIANI TANGENTI ALLE SVFEHFICIE CUBVE. 

199. Un piano tangente ad una superficie curva qua> 
lunque, è quello che contiene tutte le tangenti, che sì 
possono condurre a questa superficie pel punto in cui 
questo piano la tocia. 

Da questa definizione ne segue , che se pel punto di 
contatto si ia passare un piano secondo una direzione 
qualunque, la sua intersezione col piano tangente sarà una 
retta tangente alla sezione corrispondente fiitta sulla su- 
perficie proposta. 

Due rette che si tagliano determinando la posizione 
d’ un piano, due delle sezioni in discorso daranno luogo 
a due tangenti, clic determineranno il piano tangente alia 
superficie curva di cui si tratta. In generale le costruzioni 
si rendono semplici, quando queste sezioni sono fatte pa- 
rallelamente ai piani coordinati. 

Per condurre un piano tangente ad una superficie cur- 
va, bisogna dunque saper condurre le tangeuti alle curve 
piane. Non ci estenderemo maggiormente su questo sog- 
getto, perchè pochissime saranno le occasioni che gli alun- 
ni incontreranno , di risolvere quistìoni di simil natura. 
Ecco però alcuni casi particolari trattati nel modo il piò 
semplice. 

* 

Piano tangente ad un cilindro. 

200. Un cilindro è dato di posizione nello spazio dalle 
rappresentazioni della sua generatrice, e da quelle della 
curva , che dirige il movimento di questa linea. Questa 
curva si chiama a doppia curvatura, quando quattro de’ suoi 

E unti consecutivi qualunque non sono nello stesso piano. 

a posizione d’ una tal linea è conosciuta nello spazio , 
quando essa è l' intersezione di due superficie curve date : 
essa può essere sempre considerata come 1’ intersezione 
di due superficie cilindriche , le cui generatrici sono re- 
spettivamente perpendicolari ai piani di rappresentazione. 
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Un piano tangente alla superfìcie di questo corpo ha 
evidentemente per linea di contatto la generatrice stessa 
presa in una delle sue posizioni: così il problema sarà 
intieramente determinato se si assoggetta questo piano a 
passare per un punto dato. 

(fig. 162) Sia O'E' il raggio del circolo che serve di base 
al cilindro proposto, e eh’ e marcato sopra il piano oriz- 
zontale di rappresentazione. Siano inoltre O'L' , oL' le 
rappresentazioni dell’ asse del cilindro, e suppongasi che 
si debba condurre alla superficie di questo corpo, un pia- 
no tangente per un punto preso sopra questa superfìcie , 
e la cui rappresentazione orizzontale sia M'. Conducete 
M'N' parallela ad O'L'; dal punto N' abbassate sopra ab 
la perpendicolare N'n, e tirate nM‘ parallela ad oL". 
Il punto M' sarà la rappresentazione verticale del punto 
dato ( n.“ 181 ), e le linee M'N', nM* saranno le rap- 
presentazioni della linea di contatto. 

Ciò posto la retta M’P" parallela ad ab rappresenterà 
la traccia della sezione orizzontale fatta nel cilindro , al- 
r altezza mM'‘ al di sopra del piano della sua base; ora 
essendo questa sezione eguale a questa base , il circolo 
P 'M', il cui centro è P ne sarà la rappresentazione oriz- 
zontale. Conducendo dunque a questa rappresentazione la 
tangente M'R', essa rappresenterà la rappresentazione della 
seconda retta, per la quale deve passare il piano tangente. 
In tal caso la questione essendo ridotta a trovare le tracce 
di questo piano assoggettato a passare per due rette note, 
si procederà come al ( n.° 197), e come dall’esame della 
figura pure si scorge. 

In pratica si può fare di meno di descrivere il circolo 
P'M', poiché sN' dev’essere parallela ad M'q, e che M'q 
è perpendicolare ad M'P'. 

Il punto per cui si deve condurre il piano tangente , 
potrebbe essere dato fuori della superficie; in questo caso 
si farebbe una sezione orizzontale che passasse pel punto 
dato, si condurrebbe una tangente a questa sezione, ed il 
rimanente della soluzione si compirebbe come preceden- 
temente ; in questo caso però il problema sarebbe suscet- 
tibile di due soluzioni. 

Piano tangente ad un cono. 

201 . Sia proposto di condurre nn piano tangente ad un 
cono per un punto preso sulla sua superficie: la sola dif- 
icrenza , che esiste ira la soluzione del problema attuale , 
Corso di Matt. T. III. 2 
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e quella del problema precedente, si è che la linea di 
contatto, invece d'essere parallela alla generatrice come 
nel caso del cilindro, concorre con essa al vertice del co- 
no. Questo corpo è determinato quando si conoscono le 
rappresentazioni del suo vertice , e la sua traccia sopra 
uno dei piani coordinati, oppure la curva assoggettata ad 
essere a contatto della generatrice. 

Nella ( fig. 1 63 ) la base del cono è rappresentata dal 
circolo orizzontale 0'E‘, le rappresentazioni del vertice 
sono .9 ', .S ’, e la rappresentazione orizzontale del punto di 
contatto è M‘. Esaminando la figura si conoscono quanto 
basta le particolarità delle operazioni grafiche che deb- 
bonsi effettuare in questa circostanza. 

Nota, Le due superficie considerate sono del genere di 
quelle che cbiamansi sviluppabili , percliè si può infatti 
concepire che siano stese sopra un piano, senza che vi 
succeda alcuna fenditura o piegatura. 



Piano tangente ad una sfera. 

202. Una sfera nello spazio è data in varii modi di 
grandezza e di posizione. Può esserlo, per esempio, per 
le rappresentazioni del suo centro e per la grandezza del 
suo raggio, oppure per le rappresentazioni di quattro 
ponti presi sulla sua superficie, e non situati nel medesi- 
mo piano. In quest’ultimo caso il centro della sfera è in 
ciascuno dei piani elevati perpendicolarmente sul mezzo 
delle rette che congiungono due a due i punti dati. Si 
troverà facilmente questo centro per mezzo di quanto fu 
già dimostrato. 

Per condurre un piano tangente alla sfera per un punto 
dato nella sua superficie, basta costruire il piano che è 
perpendicolare all’estremità del raggio condotto per que- 
sto punto. 

(fig. 164) Siano 0', 0" le rappresentazioni del centro 
della sfera , P ' la rappresentazione orizzontale del punto 
di contatto. Si cerclierà primieramente la sua rappresen- 
tazione verticale jP ", ed a quest* effetto si condurrà per 
P ' un diametro alla rappresentazione orizzontale della sfe- 
ra, al quale s’alzerà la perpendicolare P'n'. Si tirerà pel 
punto 0“ l’orizzontale e si prenderà tanto al di 

sopra quanto al disotto di quest’ orizzontale Jlf V; 
i punti P\ P' saranno le rappresentazioni verticali de 1 
punto di contatto che si considera , poich’ è evidente che 
esistono due punti della sfera che hanno la medesima rap- 
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presentazione sul piano orizzontale. Non considerando che 
la rappresentazione P' situata al disotto di O'Jlf ", le rette 
0*P*, O'P' sono le rappresentazioni verticale cd orizzon- 
le del raggio perpendicolare al piano tangente, le cui 
tracce ST\ ST* si trovano col metodo del n.® 195. 

La questione di condurre un piano tangente ad una 
sfera per un punto dato fuori della sua supcrRcie , è evi- 
dentemente un problema indeterminato. La curva di con- 
tatto di tutti i piani tangenti è un circolo della sfera, il 
cui piano è perpendicolare alla retta che congiunge il 
centro di questa sfera, ed il punto di cui si tratta. 

Cosi questo punto può essere considerato come il verti- 
ce di un cono retto tangente alla sfera, e che ha per 
base il circolo di contatto. 

Il problema ha due sole soluzioni quando il piano tan- 
gente deve passare per una retta data. In questo caso si 
conduce pel centro della sfera un piano perpendicolare 
a questa linea, e per il punto in cui la incontra una 
tangente al circolo massimo , eh’ è l’ intersezione della 
sfera e del piano perpendicolare alla linea data ; questa 
c la tangente di cui si parla , determinano la posizione 
del piano richiesto. 

Il metodo di condurre un piano tangente ad una su- 
perdeie qualunque per una retta data è molto utile in 
lortiiicazione, quando si tratta di risolvere il problema 
dello sfilamento. 

Ecco quanto può dirsi d’ essenziale per i giovini mili- 
tari sopra i metodi elementari della geometria descritti- 
va ; quelli pertanto che hanno il tempo di consacrarsi allo 
studio di questo ramo importante delle mattcmatiche , e 
che vogliono conoscere le diverse applicazioni che nelle 
arti se ne possono fare , devono leggere principalmente le 
opere che il Signor de Monge ha pubblicato sopra tale 
materia. 




20 CORSO DI MATTEMATICHE. 

Mtw iMm w M t mm oi w ctHwwwwMMwmMSMnMìae»» 

LIBRO IV. 

DELLA LIVELLAZIONE. 
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CAPITOLO PRIMO. 

T K O B E M A. 



203. XJ arte della livellazione consiste nel determinare 
di quanto un punto è più vicino o più lontano d’ un al- 
tro dal centro della terra. Quantunque questo pianeta non 
sia perfettamente sferico , e che al contrario abbia in vir- 
tù del suo moto di rotazione , la figura d’ un sferoide 
schiacciato verso i poli e gonfio verso I' equatore , si può 
nelle consuete operazioni di livellazione , supporre questa 
schiacciatura nulla , e stabilire per principio fondamen- 
tale, che due o diversi punti sono fra loro a livello y 
quando appartengono ad una superficie sferica parallela 
a quella delle acque stagnanti, atteso che i fluidi hanno 
per proprietà , cne la loro superficie libera prende la 
forma sferica , allorquando punto vengono agitati. Consi- 
derando però la grandezza immensa del raggio della ter- 
ra , la superficie delle acque circoscritte in un piccolissi- 
mo spazio può essere considerata come piana. 

L’ orizzonte d’ un luogo è il piano tangente alla super- 
ficie della terra, ed il punto di contatto è il luogo stesso 
dell’ osservatore : questo piano prende anche la denomi- 
nazione di piano orizzontale. 

La linea verticale è il prolungamento del raggio ter- 
restre perpendicolare all’orizzonte. I corpi cadono secondo 
questa linea quando sono abbandonati alla sola azione 
della gravità. 

La linea orizzontale è quella eh’ è perpendicolare alla 
linea verticale : essa è dunque sempre situata nell’ oriz- 
zonte del luogo. 

204. Si giunge immediatamente a conoscere le diflìeren- 
ze di livello di diversi punti , mediante delle linee oriz- 
zontali cui si riportano le elevazioni o gli abbassamenti 
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di questi punti. Queste linee sono date, o dalla perpen- 
dicolare mediante il piombino , o dal raggio visuale ra- 
dente la superficie d’ un liquido contenuto in un cilindro 
ricurvo ed aperto alle sue due estremità , o finalmente 
da una linea parallela all' asse d’ un tubo cilindrico di 
vetro bianco, ripieno in parte d’alcool o d’etere, e di- 
sposto in modo ebe la bolla d’ aria la cui gravità speci- 
fica è minore di questo liquore, e ebe per questa ragio- 
ne, tende sempre ad occupare il punto il più alto di 

Q uesto tubo , sia esattamente situata nel suo mezzo. D’on- 
e gl’ istrumenti denominati livelle ad archipcnzolo , li- 
velle ad acqua, livelle a bolla d'aria. 

Un raggio visuale orizzontale si chiama linea di 
livello apparente fig. 165, ed ogni linea curva tracciata 
sulla superficie della terra, viene denominata linea di 
livello vera : tal è per esempio 1’ arco terrestre AD. 

205. La parte esterna BD della secante BH è ciò che 
si dice la dijrerenza del livello apparente. AB al livello 
vero AD. Egli è importante nella pratica della livella- 
zione , di valutare quest’ altezza , quando si conosce la 
lungezza della tangente AB-, ci sì giunge facilmente; poi- 
ché in virtù del teorema del n." 56 , si ha 



BH :AB :: ab: BD = 4^ = 



AH 



BH ~ ICD- 
d’ onde BDÌ" -f 2CD X BD = AÒ\ 



■ HO’ 



Per calcolare rigorosamente BD, bisognereblie risolvere 
un’ equazione di secondo grado : ma quest’ altezza è sem- 
pre cos'i piccola riguardo al diametro 2CD della terra , 
che la formula precedente può , senza errore sensibile , 
essere ridotta a 



_ AB , , . I 

BD == ^ ; o per abbreviare , bz=—; 



parimente per un’ altra distanza AB' = a', si avrebbe B'D 



ossia 



A'=z 



a'* 

2B’ 



d’ onde ne segue che le altezze del livello apparente al 
disopra del livello vero, stanno fra loro all’ incirca come 
i quadrati delle tangenti corrispondenti , o anche degli 
archi cui appartengono queste tangenti. 

Sapendo che il raggio CD = .R = 6366198'", o che il 
logaritmo 2R = 7,1049101 , e conoscendo la distanza 
AB~a, è facile il calcolare 1* altezza h di cui si tratta. 
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Cerchiamo , per applicare i priacipii preccilentl , le al- 
tezze del livello apparente al disopra del livello reale per 
le distanze 450™, e 1000™. 

L’ altezza corrispondente a 450™ sark data dalla formula 
A = ® s* troverJi operando coi logaritmi che 

h = 0™,016. 

Si avr& quindi l'altezza corrispondente h' alla distanza 
a' — i 000™ , mediante la proporzione seguente : 

a* : a'* :: a : a'; 

o in valori numerici, 

(450)* : ( 1000 )* :: o™,oi6 : a'. 

Cosi A' = 0™ ,0785. Se si dovessero effettuare altri cal- 
coli di questa specie , sarebbe più semplice il paragonare 
a quest’ ultim’ altezza tutte quelle da determinare , perchè 
la divisione si farebbe ad un tratto , traslocando conve- 
nientemente la virgola decimale , com’ è evidente. Al più 
per evitare ogni calcolo su questo particolare, ecco una 
tabella d’ altezze di livello apparente al disopra del vero 
livello, che potrà servire in molte circostanze. 



DISTANZE 

in 

metri. 


ALTEZZE 

del livello apparente 
sopra al 
livello vero. 


DISTANZE 

io 

metri. 


ALTEZZE 

del livello apparente 
sopra al 
livello vero. 


50™ 


O™, 0002 


550™ 


O™, 0237 


100 


0 . 0008 


600 


0 , 0283 


150 


0 , 0017 


650 


0 , 0332 


200 


0 , 0031 


700 


0 , 0385 


250 


0 , 0049 


750 


0 , 0442 


300 


0 , 0071 


800 


0 , 0503 


350 


0 , 0096 


850 


0 , 0567 


400 


0 , 0126 


900 


0 , 0636 


450 


0 , 0159 


950 


0 , 0709 


500 


0 , 0196 


1000 


0 , 0785 



206. Si chiama punto di mira , uno dei punti visibili 
d’ un corpo verso cui si dirige un raggio visuale. Ad una 
distanza un poco grande il punto di mira comparisce in 
un altro luogo di quello che occupa realmente, ciò che 
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clicesi refrazione : essa ta comparire qaasi sempre gli og- 
getti più alti di quello che veramente lo sono ; e tanto 
più è sensibile in c^uanto che gli oggetti sono meno ele- 
vati al disopra dell orizzonte dell’osservatore. Essa è in 
generale, all’ incirca i dell’altezza del livello appa- 
rente al disopra del livello reale. Per non averci riguar- 
do , si pone l’ istrumento all’ incirca ad eguale distanza 
dai due punti lontani dei quali si cerca la differenza di 
livello; così facendo si è anche dispensati dall'avere ri- 
guardo alla differenza del livello apparente al livello vero. 
Se per esempio 00' è una linea di livello apparente ( fìg. 
166) dato con un istrumento posto in A., e che AO^AO' 
( la linea OAO' potendo essere spezzata a volontù va A) 
i punti 0,0', luoghi apparenti dei punti di mira o,o' 
saranno necessariamente ad cgual distanza dal centro C 
della terra , o ne saranno a livello ; e 1’ effetto della refra- 
zioiie in 0 , come pure 1’ altezza del livello apparente al 
disopra del livello vero di questo punto, saranno respet- 
tivamente i medesimi che in O', Donde ne segue, ed a 
causa di oO^o'O', che la differenza di livello dei due 
punti B, B' è in generale rappresentata da O'B' — OB 
zso'B' — oB. Se oB — o'B' , i due punti B', B saranno 
a livello : se all’ opposto o'B' è maggiore o minore à’ oB, 
il primo punto B ' sarìi più basso o più allo del secondo 
B : ciò eh’ è evidentissimo. 



CAPITOLO II. 

AFPLICAZIOSE DELLA TEOBIA PRECEDENTE. 

Livella ad acqua. 

207. La più semplice di tutte le livelle, unica dell^ 
quali parleremo, è la livella ad acqua, (fig. 167 ) E 
composta d’ un tubo cilindrico ricurvo dai due lati , ed 
in guisa tale da ricevere due boccette F, F' aperte l’una 
e r altra alle loro cime. Questo tubo è adattato come i 
grafometri sopra una nocella con trepiede , ed ha un me- 
tro all’ incirca di lunghezza. Con questa disposizione , si 
può inclinare alzare, abbassare, e fare girare a volontù 
tutto l’ istrumento. La maggior parte delle livelle di que- 
sta specie sono costruite di latta , ma le più solide e le 
più comode si fanno di rame. 
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Quando si dcTc fare uso di questo strumento , si versa 
dell’ acqua in una delle boccette , e tosto essa si comuni- 
ca all’ altro ramo : se ne mette una quantità sufTicente da 
riempire le due boccette fino ai due terzi. Allora quando 
le due superficie dell’ acqua non sono punto agitate, sono 
fra loro a livello , in virtù della proprietà dei fiuidi che 
sempre si pongono in questo stato , quando agiscono li- 
beramente ; purché tuttavia non ci sia alcuna bolla d’aria 
nell’ interno del ramo orizzontale , perche allora le due 
colonne in equilibrio non avrebbero l’ istessa gravità spe- 
cifica. Per fare uscire queste bolle , si tappa una dulie 
boccette , e si pende l’ istrumento in modo da venire ad 
essere quasi verticale , allora tutta 1’ aria che può esserci 
contenuta s’ alza, e fugge dall’ altra boccetta. 

Quando si trasporta la livella da una stazione all’ altra 
si tappa una delle sue lioccelte , e s’ inclina questo stru- 
mento affinchè l’ acqua non possa spandersi ; quindi al- 
lorquando si rimette al posto, si apre poco a |x>co la 
boccetta tappata , affinchè 1’ acqua riprenda dolcemente il 
suo livello. Tappando anche ad intervalli col dito una 
delle boccette , si giunge a diminuire 1’ ondulazione della 
colonna fluida, causata dal moto dato all' istrumento per 
dirigerlo sul punto di mira. 

Bisogna procurare che l’ acqua nel tempo dell’ osser- 
vazione , non esca dalla livella dalle commessiture dei 
pezzi che la compongono; ed è necessario nella grand’esta- 
te, o in tempo piovoso, che l’osservazione sia sollecita 
ad ogni stazione, affinchè l’acqua non abbia il tempo di 
evaporare o d’ aumentare in volume : comunemente viene 
colorita perchè meglio si veda. 

Della mira. 

208. L’ uso della livella esige quello della mira. Essa 
consiste in un cartone o foglia di latta di tre decimetri 
quadri all’ incirca , divisa per metà da una linea orizzon- 
tale mn ( fig. 167). Una parte dev’essere bianca e l’altra 
nera. Si attacca questa cartella all’estremità d’una riga , 
in modo ^he mn sia per||>endicolare alla larghezza di que- 
sta riga. E necessario cu essa scorra entro ad un canale , 
lungo un doppio o quadruplo metro diviso in decimetri, 
centimetri, e millimetri, affinchè scorrendo questo canale, 
la linea di mira mn possa essere posta nella direzione del 
raggio orizzontale dato dalla livella, ed esserci fissato. 
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Livellazione semplice. 

209. Tutte le volte che con una sola stazione , o che 

con un sol tratto di livella , si può determinare la dif- 
ferenza d’altezza di due punti, questa determinazione è ' • 

della classe della livellazione semplice. 1 due problemi • 

seguenti sono relativi a questo caso. ’ 

210. Determinare la differenza di livello dei due pun- 
ti Èi. e ^ accessibili, (fig. 168) Si ponga la livella CP ad 
uguale distanza all’ incirca fra A e B ., [ \\ punto di sta- 
zione P potendo senza incoveniente essere preso fuori della 
retta ab)-, e si faccia porre la mira verticale al punto A. 

Quindi con un segno convenuto , fate salire o scendere la 
linea di mira fìno a tanto che il raggio visuale Ca , che 
rade le superficie dell’acqua della livella, faccia capo a 
cotesta linea; e quando si sarò osservata sulla riga AM 
1 altezza Aa , o l’ indicazione del punto A , si scriverà 
sullo scartafaccio di livellazione. Senza scomporre il piede 
dello strumento, e senza perdere tempo, si taccia traspor- 
tare la mira al punto fl, e si rinnuovi l’operazione ese- 
guita in A onde avere 1’ altezza Bb, o indicazione del punto 
B , che si scriverà pure sullo scartafaccio , per ritrovarla 
all’ uopo. 

Sia per esempio y/a = f”>,536, £ò==0“,95. Si vede da 
queste indicazioni disuguali, che i due punti A, e B non 
sono al medesimo livello, e che al contrario il punto A è ' 

più basso del punto B della quantità Aa — 5ù = f™,536 
— 0'“ ,95 = O” ,586. In generale, il punto più basso è evi- 
dentemente quello che ha l’ indicazione maggiore. 

Onde meglio vedere le superficie dell’ .acqua, bisogna 
mettersi ad una piccola distanza da una delle boccette , 
mirare con un solo occhio ed in modo che il raggio vi- 
suale sia tangente alle due boccette. 

Bisogna rammentarsi che i livellatori chiamano anche 
punì’ addietro la prima indicazione Aa , e punt’ innanzi 
la seconda Bb. 

2H. Levare il profilo d’ un terreno. 

Quando il terreno ( fig. 169) è disuguale fra i punti 
A e By e che è utile il conoscerne la forma o il profilo, 
siccome quando si tratta di levare il profilo d’urt opera 
di fortificazione , si fa porre successivamente la mira ai 
punti A, C, D, E, B per averne le indicazioni, e si mi- 
sura inoltre l’altezza Po dello strumento, supposto situato 
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sulla retta ab e quasi sulla sua metìt. Finalmente si mi- 
surano le distanze orizzontali ac, cd, do, oe , eb. 

Si è soliti fare queste distanze eguali fra loro , quando 
il terreno è poco ondeggiato, e che le diverse pendenze si 
perdono con linee di poca curvatura. 

Levato il profilo si riporta colla scala adottata; ma quan- 
do le indicazioni o ordinate verticali sono piccolissime 
riguardo alle distanze orizzontali, si aumentano tutte della 
medesima quantità, affinchè lo spazio fra la linea orizzon- 
tale ab e quella ACDPEB che rappresenta il terreno , 
permetta di scrivere con più facilità le altezze di cui si 
tratta. Egli è per questa ragione pure , e per rendere le 
pendenze più sensibili all’occhio, che spesso si riportano 

? [ueste altezze ad una scala maggiore di quella di cui si 
a uso per fissare le lunghezze orizzontali. Si prende co- 
munemente la scala delle altezze, multipla di quella delle 
lunghezze. 

Livellazione composta, 

212. Quando i due punti da livellare sono situati al di 
là dei limiti dell’estensione del raggio visuale, oppure 
quando il terreno presenta molte disuguaglianze o una 
pendice considerabile, si è costretti a collegare i due ter- 
mini di livellazione con una serie di livellazioni semplici, 
ed in ciò consiste la livellazione composta. 

( fig. 170) Siano ABCDEFG il terreno composto, ed A 
e G i termini di livellazione, supposti tanto lontani l’uno 
dall’ altro, da non poterne determinare la differenza di 
livello , che col fare diverse stazioni in Af, , M, , Mi ec. 
lo questa livellazione composta, ogni livellazione semplice 
si unisce a quella che immediatamente la precede a punto 
addietro, il quale viene procurato sul punto cui si è mi- 
rato a punto innanzi siccome dalla figura viene rappre- 
sentato. Questo modo di operare stabilisce per conseguen- 
za una relazione di posizione Cra tutti i punti A , B , C , 
D. . . . G della livellazione. 

Se non fosse possibile il collocare lo strumento fra i 
due termini d’ogni livellazione parziale; se si fosse per 
esempio costretti a metterlo in B, per formare la seconda 
livellazione parziale B , C , si prenderebbe per indicazione 
del punto addietro Bb‘; l’altezza stessa dello strumento. 

Quando l’unico oggetto è quello di conoscere la diver- 
sità di livello dai punti estremi A, e G della livellazione, 
si dirige nel modo il più comodo la linea ABCDEFG , 
che può essere o no nel medesimo piano verticale , c le 
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indicazioni verticali Aa^ Bb , Cc . . . . sono le sole cbe 
importa conoscere; ma se la direzione della linea di li- 
vellazione è ordinata dalla natura di qualche lavoro sus- 
seguente , si misurano tutte le distanze orizzontali ab , 
b'c'... ec. , come pure gli angoli che queste linee posso- 
no fare fra loro. Si principia comunemente dal levare la 
pianta del terreno su cui si deve formare un progetto , e 
s’accenna con cavicchi! a fior di terra la direzione della 
linea ABCD . . come quando si tratta di costruire un 
canale naviglio, o deviare la corrente d’ un ruscello, per 
produrre alluvioni intorno ad una piazza forte, della quale 
importa avere la topografia esatta dei contorni. 

Ecco adesso il metodo più semplice per ottenere la di- 
versitù di livello dei due punti A t G, conoscendo sullo 
scartafaccio di livellazione tutte le indicazioni dei punt’ad- 
dietro e dei punt’ innanzi. 

Dalla somma dei punt’addictro si toglie quella dei pun- 
t’ innanzi , ed il rimanente è la quantità di cui l’ ultimo 
termine G di livellazione trovasi più alto o più basso del 
primo termine A^ secondo che la somma dei punt’ addie- 
tro è maggiore o minore di quella dei punt’ innanzi. 

Allorquando il resto è zero, i due punti A e G sono 
a livello fra loro. Nel caso della figura per esempio. 



Punì" addietro. 


Punt" 


innanzi^ 


2"- ,126 


1 ”> ,948 


2 ,360 


2 


,445 


f ,588 


0 


> 


2 ,367 


0 


,868 


1 ,544 


1 


.l 


0 ,354 


0 


,785 


Sommario ,339 


Somma = 7 


,146 



Così il punto C è al disopra del livello del punto A 
di IO"- ,339 — 7™,f46 =: 3m,193. 

Si concepisce facilmente la ragione di questa regola; 
poiché siano a, b \ punt’ addietro ed innanzi della 1.» sta- 
zione ; a \ b' le medesime quantità relativamente alla 2.* 
stazione, e così di seguito. L'altezza del punto £ al disopra 
del livello di A sarà — -b: la depressione del punto C 
al disotto del livello di B sarà b' — a': ec. Si avrà dun- 
que per la differenza d{N) di livello fra A, e G, 
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d{N)=:.[a — b)~{b'—a')-\-{a' — b') + (a'"— i'") 
+ 6"') — {b' — oT) 

= (rt + a'+n'+a”+rt"'-f a»-) 

— {6 + 6’4-ì" + + ) 

risultan^ento clic conferma la regola precedente. 

Per taettere al pulito la lÌTellazione , si riportano tatti 
i punti del terreno sopra una linea orizzontale XX', che 
passi al disopra del punto il più elevato. Si prolungano 
convcnientcniente per quest’ oggetto tutte le indicazioni del- 
le altezze, o ordinate, cosa punto difficile. 

Si fa la verificazione della livellazione riprincipiando tutte 
le operazioni , e partendo da G verso A ■ in ciò consiste 
il metodo di livellazione reciproca. Ciò deve produrre 
r istesso risultamento della livellazione diretta ; ma quan- 
do ambedue questi risultamenti di pochissimo differiscono 
fra loro, se ne prende per risultamento definitivo la metù 
della lor0 somma ( Aritm. n.° 97 ) se non vi è ragione 
per adottare piuttosto 1’ uno che l’ altro. 



Digitized by Google 




TBIGONOMETRIA. 



29 



TT'Ì'LVV''ri ' i Vl'1 . X > '.'.'V'.'.'I 'I ; i ■ . . . . I . II 



LIBRO V. 

TRIGONOMETRIA E GEODESIA. 



CAPITOLO PRIMO. 

PBINCIPII. 

213. XTn triangolo è evidentemente composto di sei 
parli; cioè di tre angoli e di tre lati. L’oggetto della tri- 
gonometria è quello di determinare tre di queste sei parti 
mediante la cognizione delle altre tre ; purché fra i dati 
relativi al triangolo rettilineo , ci si trovi un lato per lo 
meno. 

Potrebbe questo problema , in ogni caso , essere risoluto 
colle costruzioni geometriche indicate al n.° 97 e succes- 
sivi ; ma quando si tratta d’ ottenere dei risultamenti 
esatti , importa mollo ricorrere al calcolo. Si è perciò 
formata una serie di triangoli rettangoli che hanno la 
medesima ipotcnusa , ma di cui gli angoli acuti hanno 
tutti i valori possibili; ed allora non vi è triangolo alcu- 
no della medesima specie da risolvere , che non abbia il 
suo simile in questa serie. Il quesito è dunque ridotto a 
paragonare delle linee omologhe per determinare le parti 
incognite del triangolo proposto. La teoria che rapidamen- 
te esporremo , renderò chiarissime queste nozioni. 

21 4. Abbiamo gii osservato che i geometri dividono il 
quarto della circonferenza in 90 gradi o in 100 gradi, il 
grado in 100 minuti ec. Quest’ ultima divisione, che ha 
un’ analogia più intima col nostro sistema di numerazione, 
e eh’ è la piu adattata ad abbreviare i calcoli , deve im- 
piegarsi di preferenza , sopra tutto nei libri elementari. 
Essa è pure quella di cui faremo uso in seguito , e tanto 
più ciò perche si posseggono adesso delle tavole portatili 
di logaritmi delle linee trigonometriche sulla nuova divi- 
sione del quarto di circolo. 

Da ciò ne segue che 1’ angolo retto o il quadrante è di 
100 gradi , e che due angoli retti , o la semicirconferenza 
= 200 gradi. 
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Il complemento d’ un angolo o d’ un arco , è ciò clte 
resta sottraendo quest’ angolo o quest’ arco da 100 gradi. 

Il supplemento d’ un angolo o d’ un arco, è la diiieren- 
za di quest’ angolo o arco da 200 gradi. 

In ogni triangolo , un angolo è il supplemento della 
somma degli altri due , poicnè i tre angoli presi insieme 
equivalgono a 200 gradi. 

( fig. 171 ) Il seno d’ un arco è la perpendicolare ab- 
bassata dall’ estremità di quest’ arco sui raggio che là ca- 
po all’ altra estremità : co» BP è il seno dell’ arco o 
dell’ angolo BC^. 

Due archi che sono supplemento l’uno dell’altro hanno 
dunque il medesimo seno ; così gli archi MH hanno 

il medesimo seno MR. 

Ogni seno situato al disopra del diametro AD è positi- 
vo; ed ogni seno situato al disotto di questo diametro è 
negativo. 

Il seno del complemento ossia il coseno dell’ arco AB , 
è BG o CP, Il coseno PC d’ ogni angolo acuto ACB è 
positivo; ma il coseno CR d’ ogni angolo ottuso jìCM è 
negativo. In generale un coseno è positivo se la parte 
d’ ed è negativo se fa parte di CH. 

La tangente trigonometrica dell’ arco AB è la retta AE 
perpendicolare al raggio AC. La tangente d’ un angolo 
ottuso minore di due retti o maggiore di tre retti , è ne- 
gativa; quella dell’ angolo ACM per esempio è AT. 

La tangente del complemento , ossia la cotangente di 
AB , è la retta DF perpendicolare al raggio CD. La co- 
tangente d’ un angolo ottuso è sempre oello stesso segno 
che la sua tangente. 

La secante deH’ arco AB è la retta CE , e la sua cose- 
cante è la retta CF. Vedremo in seguito perchè il segno 
della secante sia il medesimo di quello del coseno , ed il 
segno della cosecante il medesimo di quello del seno. 

Finalmente il seno verso dell’ arco AB è la parte AP 
del raggio compresa fra l’ estremità dell’ arco ed il seno ; 
ed il cosenoverso è la parte DG. 

Teoremi e formule relative alle linee 
trigonometriche. 



215. Il seno d’ un arco è la metà della corda che 
sottende un arco doppio -. Così (fig. 171 ) BP, ch’è il seno 
dell’ arco AB , è la metà della corda BB\ che sottende 
l’arco BAB'. 
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Il quadralo del raggio è eguale alla somma dei qua- 
drati del seno e del coseno d' un arco. 

Infatti , il triangolo BPC essendo rettangolo in P, si ha 

BC^ =z BP‘ PC^ , dunque il*=sen.* C-4-cos.* C, in- 
dicando R il raggio ^/C, e C 1’ angolo ACB, 

La tangente d’ un arco è eguale al raggio moltiplicato 
per il seno , e diviso per il coseno di quesf arco. 

Poiché, per la similitndine dei triangoli AEC BCP si 
ha la proporzione , 

AE\AC\\BP\PC,o tang. C ; il :: sen. C : cos. C 

, - B, »en. C 

dunque tang. C =: — . 

Da quest’ equazione e da quello eh’ è stato detto si Tede, 
( n.“ 32 Algebra ) , che la tangente d' un arco è positiva 
o negativa , secondo che il seno o il coseno di quest’ arco 
hanno o non hanno il medesimo segno. 

La cotangente A un arco è eguale al raggio moltipli- 
cato per il coseno, e diviso per il seno di quest' arco. 

Risulta questa proprietà dalla similitudine dei triangoli 
FCD , BCG , cosi si na 

„ B. COI. C 
cot. C =, pr • 

seti. C 

Dall’essere rettangolo il triangolo AEC, ne segue che 
il quadrato del raggio, più il quadrato della tangente 
eguagliano il quadrato della secante. 

La secante d‘ un arco é eguale al quadrato del rag- 
gio , diviso per il coseno di quest' arco. 

Essendo simili i triangoli AEC, PBC si ha 
CE : AC BC : PC d’ onde sec. C \ R R cos. C. 
dunque sec. C = — — r:- 

Si dimostra con eguale facilità che la cosecante d' un 
arco è eguale al quadrato del raggio diviso per il seno 
di quest' arco. 

216. 1.® Il seno della somma o della differenza di 
due archi, è eguale al prodotto del seno del primo per 
il coseno del secondo , più o meno il prodotto del seno 
del secondo per il coseno del primo , tutto diviso per il 
raggio, (fig. 172) 
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2.“ Il coseno della somma o della differenza di due 
archi , è eguale al prodotto dei loro coseni, meno o pià 
il prodotto dei loro seni, tutto diviso per il raggio. 

Sia jIC — R, l’arco jIB=.a, l’arco BD — b, e per 
conseguenza ABD =z a b. Dai punti B e D abbassate 
sopra ylC le perpendicolari BE , DF ; dal punto D con- 
ducete Dx perpendicolare a BC ; finalmente per il pun- 
to X, conducete xy parallela, ed xz perpendicolare ad .dC. 

I triangoli simili BCE , xCz danno le proporzioni. 

CB : BE :: cx : xz, 

. — , sen. a cos. 6 

oss la il ; sen. a 1 1 cos. ù I xz ^ ^ , 

CB : CE Cx i Cz, 

ossia R ; cos. a I I cos. b I Cz — . 

SI 

I triangoli BCE, xDy, ebe hanno i lati perpendicolari 
fra loro, sono simili e danno 

CB : CE Dx : oy, 

. _ t -w^ cos. a sen. A 

ossia il * COS. a ;; sen. b \ Dy ; 

CB : BE Dx : xy, 

. _ sen. a »en. h 

ossia R I sen. a 1 1 sen. b I xy =z , 

Ma essendo il seno di ( a 6 ) la retta DF xzxz Dy, 

. . / 1 sen. a cos. i sen. 4 C08. a 

SI avrà sen. ( a -J- t> ) =: ^ . (1 ) 

Parimente il coseno di ( a i ) essendo CEzx.Cz — xy 

. , , 11 . cos. a cos. 4 — sen.asen. i 

Bina cos. {a-\-b)— ^ . (2) 

Per dimostrare adesso le formule relative al seno ed al 
coseno della differenza di due archi , sia preso 1 ’ arco 
BM = arco BD , e siano abbassate dal punto M le rette 
MP ed Mv respettivamente perpendicolari alle rette .^C, 
ed xz. Si avrà visibilmente. 

arco uIM zx a-— b, Mv xz Pz zx xy, Dy xzxv, 
sen. (a — b) xz PM zxxz ' — xv; 
e cos. {a — b) = CP = Cs -}• zP ; 
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tea. a co>. h — coi. a kd. h 



sen. (a — &) = 

, , . cos. a C 08 , h 4- sen. a sen. h 

eoa. (a~ò) = ^ . 



(3) 

(4) 



2il, Per dedurre alcune conseguenze dai teoremi pre- 
cedenti, supporremo prima che nell’equazione (1) e (2) 
sia b — a -, avremo allora 



sen. 2a = 
cos. 2a = 



2 sen. a cos. a 



R 

cos.* a — sen.* a 

JJ 



(5) 



Queste formule racchiudono la soluzione del problema 
della duplicazione dell’ arco. Si potrebbero nella stessa 
guisa determinare i valori del seno e del coseno del triplo, 
ed in generale del multiplo d’ un arco di cui si conosca 
il seno ed il coseno ; non faremo però qui applicazione 
alcuna di questi valori. 

Per ottenere 1’ espressione della tangente della somma 
degli archi a, e ò, non si tratta che di dividere 1’ una 
per l’altra l’equazione (1) e (2); infatti si ha (n.” 215). 



R sen. (a-hb") 
cos. (aH-6) 



tang. {a b) = 



R (scD. a cos. 6-t- SCD. i cos. a) 
cos. a cos. b — sen. a sen. b ’ 



dividendo il secondo membro disopra e disotto per cos. a 
cos. ò , si ha per il numero citato. 



tang. 



* il* — tang. a tang. o 



Combinando nella stessa guisa l’ equazioni (3) e (4) , 
troveremo 



tang. (rt — b) = 



i!’ (tsng. a — tang. b) 
R‘ 4. tang. a tang. b 



Se nella seconda formula (5) , si pone per cos.‘ a il suo 
valore il* — sen.* a , avremo 



cos. 



2a = 



. 2 sen.' a 



R 



(<ì) 



risultamento che in seguito troveremo utile. 

Prendendo la somma e la differenza dell’ equazioni (1 ) c 
(3) si ottiene ; 

Corso di Mali. T, III, 3 
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sen. (a -j- 6) — sen. {a — b) =. 



onde 



-*) = 


2 t^n. a cos. b 


R ’ 


-b) = 


2 sen. b cos. a 


R 


-b) = 


q , avremo 


1 — p~ 
2 


7 . 
> 


(P±9) 


cos. • 




cos. ; , 


(^) 





Dividendo quindi membro per mendiro queste due equa- 
zioni , avremo 



__ _ 1 SCO* ( 

jen. p T sen. \ 


0». (! 




COS. 1 


.e., (' 




dunque per i teoremi del n. 


» 215, 




* 

tane. ^ 
sen. />.*■ Mn. 9 ° 2 




sen. p-^wiTi, q 


tang. 2 ’ 





Essendo questo risultamento enunciato in forma di pro- 
porzione vediamo che la somma dei seni di due archi 
sta alla differenza di questi medesimi seni, come la 
tangente della semisomma degli archi sta alla tangente 
della loro semidifferenza. 

Simili combinazioni dell’ equazioni (2) e (4) , condur- 
rebbero a dei risultamenti analoghi ai precedenti, e che 
sarebbero compresi nell’ equazioni seguenti : 

cos. p cos. <ì~Y 'OS- (“ 2 '^) 'OS- ; 

cos. q — co».p = ^ sen. (^) sen. ; 

cos^p + CM. q col. « ( p + 7 ) 

CO5.9 — C 08 .p Ung.i(p — 9) 
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218. Si dedurrebbe dalla teoria precedente un gran 
numero di formule necessarie per la costruzione delle ta- 
vole dei seni , e per la risoluzione dei triangoli : quello 
perù che precede busta per giungere alla meta proposta. 

Per dare un’ idea del modo in cui queste tavole sono 
state calcolate , suppongbiamo ebe noti siano il seno ed 
il coseno d’ un minuto secondo, si troverà inseguito per 
le formule ( 5 ] qui sopra dimostrate, il seno ed il coseno 

di 2", 3", 4" 10"; quindi di 20", 30" fino a 100" 

ossia un minuto; quindi di 2', 3', 4' fino a 100' ossia 

un grado, e finalmente 2«‘' 3s‘' fino a50o''. Tutte que- 

ste linee trigonometriche essendo calcolate , si giungerà 
ai valori delle tangenti e cotangenti , facendo uso delle 
formule che racchiudono queste nuove linee. In quanto 
al seno dell’arco d’ un secondo, si otterrà facilmente, se 
si considera eh’ egli è sensibilmente eguale all’ arco me- 
desimo ; così essendo il raggio delle tavole =: 1 , la semi- 
circonferenza o l’arco di 200 ò''' = 3,1415926535897932; 
dividendo questa quantità per il numero dei secondi con- 
tenuti in 2008'’ , cioè per 2000000 , avremo sufficeute- 
mente esatto 

sen. 1“ = 0,00000157079632679 , 
il eui logaritmo = 4,1961 199 ec. 

Questo logaritmo ed altri analoghi , sono di preferenza 
ai numeri corrispondenti inseriti nelle tavole delle quali 
si tratta ; e ciò in vista di scmplicizzarc considerahii mente 
i calcoli trigonometrici. 

Princiijii per la risoluzione dei triangoli 
rettilinei rettangoli. 

219. In ogni triangolo rettangolo il raggio stù til 
seno d‘ uno degli angoli acuti , come V ipotenusa sta al 
lato opposto a quest’ angolo. 

( fig. 173 ) Sia .dCB il triangolo proposto rettangolo 
in y/. .Se dal punto B come centro, c col raggio BD 
eguale a quello delle tavole, si descrive l’arco DE, c 
che si abbassi EF perpendicolare ad AB, questa per- 
pendicolare sarà il seno dell’angolo B, ed i triangoli BEF, 
BC.4 , saranno simili; dunque 

BE : EF :: bc: cj, ossìa r : sen. B :: BC : ca. 
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220. In ogni triangolo rettangolo , il raggio sta alla 
tangente d’ uno degli angoli acuti , come il lato dell'an- 
golo retto adiacente a quest' angolo sta al lato opposto. 

Dall’ estremità D del raggio BD , alzate a BA la per- 
pendieolare DG , la quale sarà la tangente dell’ angolo B. 
1 triangoli simili BDG , BA C , daranno 

BD : DG :: ba : ac, 

dunque, R l tang. B BA I AC. 

Principii per la risoluzione dei triangoli 
rettilinei obliquangoli. 

221. In un triangolo qualunque rettilineo, i seni de- 
gli angoli stanno come i lati opposti, 

( fig. 174) Sia ABC il triangolo proposto, BD la sua 
altezza, ed AC la sua base: la perpendicolare BD ca- 
dendo dentro al triangolo ABC, i triangoli ABD, CDB 
daranno , 

R : sen. A ” AB \ BD, 

R : sen. C \\ CB \ BD. 

In queste due proporzioni gli estremi sono eguali : i 
prodotti dunque dei medii sono pure eguali , cioè clic 

sen. A X j^B — sen. C X CB: 
dunque, sen. A ; sen. C ;; CB I AB. 

Questa proprietà è la medesima ipiand’ anche la per- 
pendicolare BD cade fuori del triangolo, siccome facil- 
mente può provarsi. 

222. In ogni triangolo rettilineo la somma di due 
lati sta alla loro differenza, come la tangente della 
semisomma degli angoli opposti a questi lati sta alla 
tangente della loro semidifferenza. 

In virtò della proposizione precedente , si ha 

BC I AB sen. A ; sen. C; 

così, 

BC AB ; BC — AB ;; sen. A -4- sen. C ; sen. A — sen. C. 
Di più per la formula (7) del n.° 217. 
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A—C 



A-^C 

sen. + s®**' ^ ’ s®"' ^ ~ ®®"* ^ • • ^®®6’ — 2 — • ^"6‘ 2 

dunque , 

jÌ 4 C * 

BC + AB : BC — AB :; tang. — ^ — I tang. — — 



siccome lo porla l’ enunciato del teorema. 

223. In un triangolo rettilineo qualunque il coseno 
d" un angolo sta al raggio, come la somma dei quadrati 
dei lati che comprendono quest' angolo , meno il qua- 
drato del terzo lato , sta, al doppio del prodotto dei due 
primi lati. 



( fig. 174) Indichiamo per maggior brevilli respettiva- 
mcnte con a, b , c , i lati del triangolo ABC opposti agli 
angoli A, B, C. E siano inoltre d’onde CDz=,b — x. 

Ciò posto avremo per il teorema del n.“ 78. 

a* = 6* 4“ c* — 2bx. (1) 

ma il triangolo rettangolo ABD dando , 

_ . A 

R \ c \\ cos. A \ X— — = . 



ne segue che , 
dunque , 



a* = 6* 4" 

cos. A 



2hc cos. A 



R 



R 

A* .+• c* — a’ 
24c ' 



( 2 ) 



Equazione cui data la forma di proporzione, fornisce 
r enunciato del teorema. 

L'equazione (1) potendo scriversi cosi: 

c* — a* = 2bx — ò* , 
si ha decomponendola in fattori , 

(c4"'*) (c — a) — b [2x — b)-, 

d’ onde , 

b c a ;; c — a 2x — b ; 

ora essendo b la base del triangolo, 2 j; — b è la diffe- 
renza dei segmenti AD, DC formati dalla perpendicolare 
BD ; dunque in ogni triangolo la cui perpendicolare 
cade dentro , la base sta alla somma degli altri due 
lati , come la d0erenza di questi medesimi due lati sta 
alla differenza dei segmenti. 

Da ciò ne segue che se si conoscono i tre lati d' un 
triangolo , e che si abbassi dal vertice dell’ angolo mag- 
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giore nna perpendicolare sul lato opposto preso per ba- 
se, avremo per la proporzione precedente, la differenza 
dei segmenti di cui questa base rappresenta la somma. 

Si ha dunque tutto quello che bisogna per conoscere ogni 
segmento. Infatti il maggior segmento è eguale alla metà 
della loro somma aumentata della loro semidifferenza, ed 
il segmento minore è eguale alla loro semisomma dimi- 
nuita della loro semidifferenza. ( n.“ 59 àlgebra ) 

1 segmenti essendo calcolati , non si tratterà più ebe di 
risolvere i due triangoli rettangoli u4BD, CBD , per de- 
terminare gli angoli A e. C. 

Si può anche trovare con una sola analogia, uno degli 
angoli d’ un triangolo dato dai suoi tre lati ; bisogna 
però per questo trasformare il secondo membro deU’equa- 
zione ( 2 ) in modo da potere essere decomposto in fattori. 
Per la qual cosa , se si mette in vece di cos. A il suo 

valore ( n.“ 217 ), 

ti 

R‘ — »en.* \ A 4« J- c> — a* 
avremo, , 

oppure 2 sen.* \A — B.' ~ ° ^ ) ’ 

ma a' — (i — c)*z=(a-}-ù — c)(a — 
per conseguenza 

sen. = + 

^ \hc 

Si faccia per semplicizzare , a -t- ù c = f ; avremo 
(a — h c) ■=. s — 2 ù; a-t-ù — c •=. s — 2 c: 
dunque 

sen. §/ iì^ — c ) . ^ 3 , 

' bc 

formula comodissima per il calcolo logaritmico, siccome 
inseguito vedremo, e che dà la proporzione 

ùc : ( i ^ ~b ) X { 3 i — c) :: R’ : sen.» j a. 

cioè che il prodotto di due lati qualunque df un trian- 
golo , sta al prodotto delle differenze di questi lati alla 
meta del perimetro , come il quadrato del raggio sta al 
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quadrato del seno della metà dell" angolo compreso fra ** 
questi medesimi lati. 

Idea della risoluzione dei triangoli sferici. 

224. Siccome fra i problemi utili cbe i professori pos- 
sono proporre agli alunni , ce ne sono diversi le cui solu- 
zioni sono fondate su’ principii della trigonometria sferica, 
dimostreremo le formule generali che la riguardano. 
(fig.175) 

Sia ABC il triangolo sferico, costruito sulla superficie 
d' una sfera, il cui raggio supporremo eguale all’ unit& ; 
ed 0 sia il centro di questa sfera. Si tratta di trovare 
una relazione fra gii angoli piani cbe formano 1’ angolo 
triedro 0 della piramide ABCO , e gli angoli driedri , 
zi , B , C delle facce di quella piramide: o ciò cbe torna 

10 stesso, fra i lati AB, AC, BC e gli angoli A, B, C 
del triangolo sferico ABC. 

Perciò indichiamo semplicemente per A , B , C ^\\ an- 
goli , e per a , b , c i Iati opposti di questo triangolo 
sferico: consideriamo quindi AD come la tangente, OD 
come la secante dell’arco AB \ prendiamo parimente AE 
per la tangente , ed OE per la secante dell’ arco AC. Il 
triangolo rettilineo darò (n.° 223) facendo DE—x. 

X* = tang.* b tang.* c — 2 tang. b tang. c cos. A : 

11 triangolo ODE darà similmente 

X* = sec.* b sec.* c — 2 sec. b sec. c cos. a : 
sottraendo da quest’ equazione la prima, e facendo atten- 
zione che sec.* b — tang.* 0 = 1; sec.* c — tang.* c = 1 , 
avremo fatte le riduzioni , 

\ tang. b tang. c cos. A — sec. b sec. c cos. a = 0 ; 

oppure dopo le trasformazioni provenienti dalla teoria 
del n.o 215, 

, . sen. 5sen.c . co6. a . 

1 -\ COS. A ; = 0. 

cos. b cos. c cos. b cos. c 

c per conseguenza riducendo al medesimo denominatore , 

cos. a z=z cos. b cos. c sen. b sen. c cos. A, 
si avrebbe anche, 

cos. b cos. a cos. c -4- sen. a sen. c cos. B , 
cos. c = cos. a cos. b 4- sen. a sen. b cos. C. 
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Le diverse combinazioni di queste tre equazioni danno 
la risoluzione di tutti i casi possibili dei triangoli sferici ; 
ci limiteremo però ai seguenti. 

Se dalla prima dell’ equazioni M si trae il valore di 
cos. A , e che si introduca nel rapporto sen.* A — i — 
coB.* A ottenuto al n.° 215, avremo 



sen.* .«rf = 1 — 



cot.* a 4- COI.* b coi.* c — 2 cos. a coi. b coi. e 
sen.* b seo.* c 



Ridncendo adesso i termini del secondo membro al me- 
desimo denominatore , moltiplicando disopra e disotto per 
sen.* a , ed estraendone la radice , otterremo 

.. T'ft — coi.*ii — coi.* 4 — coi.*o + 2 coi.a coi.£ coi c) 

sen. ^=sen.<z X -, • 

icn. a sen. o icn. c 



Indicando con F tntta la frazione che moltiplica sen. a , 
si potrà scrivere più semplicemente 

sen. A F sen. a ; 
adesso è fiicile vedere che si ba pure 

sen. B = F sen. b , 

, sen. C = F sen. c. 

Dunque sen. A ; sen. B ; sen. C ; t sen. a ; sen. b sen. c ; 



Cioè die i seni degli angoli d’ un triangolo sferico sono 
proporzionali ai seni dei lati che gli sono opposti. 

Dalle medesime equazioni ili, si deduce 



cos. A — 



[cot. a — C09. o cos. c 
sen. b seo. c 



COS. B = 



cos. h ^ cos. a cos. c 



sen. a seo. c 



COS. C = 



cos. c — cos. a cos. b 
sen. a seo. b 



Da ognuna di quest’ ultime si giunge a conoscere un 
angolo d’ un triangolo sferico in funzione dei tre lati • 
ma si può trasformare in modo che il suo membro sia 
decomponibile in fattori. A tal effetto si metterà nell’equa- 
zione 1 — cos. A ■=z1 sen.* i A ^ dimostrata ( n.** 21 7 ) ^ il 
valore precedente di cos. A , e facilmente giungeremo a 



2 sen.* ^ A 



, ^ co#. (A — c ) — co#. 

MB. b MB. e 
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Ora a causa di 

cos. q — cos. p — 2 sen. i ( p + 7 ) sen. j (p — 7 ) , 

come risulta dalla teoria del numero citato , si ha evi- 
dente mente 



sen.* j A-=:- 



+ ^ — c\ /a-Hc — 

Vi 2 / V 2 / 



Ben. b seu. c 

d’ onde si deduce iaeendo a 6 -f- c z= j , 



sen. \ A 




equazione analoga a quella (3) del n.° 223 , relativa al 
triangolo rettilineo , e che può facilnoente calcolarsi coi 
logaritmi. Ne vedremo un’ applicazione al n.® 248. 

Non c’ è mezzo di decomporre immediatamente in fat- 
tori i secondi membri dell’ equazioni che farebbero 
conoscere un lato d’ un triangolo sferico , se i due altri 
lati e r angolo da essi compreso fossero dati ; così si è 
costretti a passare dai logaritmi ai numeri e dai numeri 
ai logaritmi , per avere il logaritmo del coseno del lato 
cercato. Se si trattasse per esempio d’ avere il cos. a , si 
calcolerebbero separatamente coi logaritmi i termini cos. ò, 
cos. c , e sen. h sen. c cos. A , quindi si aggiungerebbero 
insieme i numeri che gli corrispondono , ed il logaritmo 
della somma sarebbe quello di cos. a. 



CAPITOLO II. 

DESCBIZIONE ED USO DEGLI STBUMENTI ATTI 
A MISUBABE ANGOLI E LINEE. 

Grafometro. 

225. Il grafometro è un istrnmento che serve a misu- 
rare angoli; egli è un semicerchio diviso in 180 gradi, 
o 200 gradi. Ogni grado è pure suddiviso in due o piu 
parti secondo la grandezza del diametro del semicerchio. 

La parte circolare su cui sono tracciate le divisioni 
chiamasi il lembo. Ai grafometri ordinarli , si adattano 
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all’ estremità del diametro fìsso dne traguardi a traverso 
i quali si scorge l’ oggetto. Ogni traguardo che dev’ esse- 
re esattamente perpendicolare al lembo , è fesso alla som- 
mità ed aperto in fondo , o reciprocamente : ed il mezzo 
dell’ apertura è traversato nel senso della sua lunghezza 
da un filo di seta , crino , o corda di budello. Quando si 
mira ad un oggetto si procura di mettere l’occhio presso 
al fesso d’ un traguardo dal quale si guarda se il (ilo cor- 
rispondente copre quest’ oggetto. 

La riga mobile che chiamasi alidada , gira attorno al 
centro dello strumento , ed ha essa pure due traguardi. 
Onde misurare gli angoli con maggior precisione, si è 
immaginato di tracciare delle partì più piccole di quelle 
del lembo alle cime di questa linda, e presso ai traguar- 
di ; per mezzo di queste piccole divisioni o di questo ver- 
nier si valutano le particelle del grado. Supponghiamo 
per esempio che il grafometro sia diviso io 400 parti 
uguali, di cui due formino un grado, e che 9 di queste 
parti corrispondano a 10 parti del vcriiier; allora ognuna 
di queste ultime abbraccerà sopra questo lembo un arco 

di = 45 minuti centesimali. Se la prima linea dun- 



que del vernier , che diccsi linea di fede ^ cade esatta- 
mente sopra una linea del lembo, 1’ angolo compreso fra 
il diametro fìsso ed il diametro mobile sarà misurato dal 
numero delle parti del lembo ; se all’ opposto la seconda 
linea del vernier coincide con una di quelle del lembo , 
bisognerà al numero dei gradi o mezzi gradi indicati sul 
lemlx) fino alla linea di fede , aggiungere 5', quantità di 
cui una parte del lembo eccede una parte del vernier. In 
generale , si conteranno tante volte 5' quante parti ci sa- 
ranno di vernier dalla linea di fede fino alla linea che 
corrisponde ad una di <|uelle del lemlio. 

_I grafometri più esatti e più comodi , sono quelli guar- 
niti di canocchiali che si fanno muovere lentamente me- 
diante una vite di richiamo , e che si fissano mediante 
una vite di pressione. Quando i canocchiali possono incli- 
narsi di qualche grado riguardo al lembo, si può fare di 
meno di ridurre all’ orizzonte gli angoli che non ci sono 
situati , perchè si osservano allora in questo piano , di- 
sponendo orizzontalmente il lembo. 

Questi canocchiali sono comunemente acromatici cioè 
fanno scorgere gli oggetti nettamente terminati e senza 
iride. Il loro vetro obbiettivo è la lente per cui entrano i 
raggi che formano 1’ immagine d’ un oggetto ; ed il loro 



Digitized by Google 




TEIGOHOMETBI h . 



43 



oculare è la lente d’ onde traesti rag^i escono per venire 
a dipingersi nell’ occhio. Aflinchè la visione sia più chiara, 
non si mettono che dne lenti convesse ad ogni canocchia- 
le , allora però gli oggetti sono veduti a rovescio. 

Nell’ interno di questi canocchiali trovasi presso all’ocu- 
lare la reticola , eh’ è un anellctto di metallo i cui dia- 
metri rettangolari sono rappresentati da due lili di seta , 
o di corda ai budello finissima. Bisogna che questi fili 
siano posti precisamente al fuoco del vetro obbiettivo, 
senza di che avrebbero un paralasse , cioè che la loro 
immagine proviTcbbe un piccolo scomponimento relativa- 
mente all’ oggetto cui si mira, riguardando per diversi 
punti dell’ oculare. L' asse ottico , determinato dalla linea 
che va dall' occhio all’ intersezione dei fili della reticola, 
dev’ essere anche parallelo al plano del lembo , quando i 
canocchiali non hanno alcun moto nel senso perpendico- 
lare a questo piano. Gli artisti che costruiscono gli stru- 
menti di mattematica , possono indicare all’ acquirente i 
mezzi di farne la verificazione e rettificargli. Non possia- 
mo entrare qui in maggiori particolari. 

Inoltre egli è utile, che una livella a bolla d'aria sia 
adattata al canocchiale inferiore , onde potere disporlo 
orizzontalmente quando si misurano degli angoli d’altezza. 
L’ asse di questo tubo essendo messo parallelamente all’as- 
se ottico del canocchiale, ne segue , secondo le leggi del- 
l’idrostatica, che quando la bolla d’aria occupa il mezzo 
del tubo , il canoccbiale è orizzontale ( n.“ 204 ). 

h' intiero strumento riposa sopra un piede costruito in 
modo che sia fàcile I’ inclinare il lembo in ogni senso. Si 
evita perciò molta lentezza ed incertezza, disponendo più 
ebe sia possibile , nella direzione degli oggetti che si os- 
servano , le viti che procurano quest’ inclinazione. 

Circolo ripetitore. 

226. Fra le altre rimarcabili differenze fra il grafometro 
ed il circolo ripetitore , è da notarsi che il lembo di que- 
st’ ultimo è un circolo intiero , e che i due canocchiali 
sono mobili o fissi a volontà. Il canocchiale superiore ha 
pure i due vernier , ed il suo asse corrisponde precisa- 
mente al centro del lembo. Riguardo al canocchiale in- 
feriore, egli è eccentrico, e gira solo ad arbitrio attorno 
al pernio dello strumento. 

Il maggiore vantaggio del circolo ripetitore è quello di 
potere diminuire quasi intieramente gli errori di divisione 
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e quelli d’ osservazione , sufQcientemente ripetendo la mi- 
sura degli angoli, come tosto avremo luogo d’osservare. 

Mei piccoli circoli ripetitori, il pernio ebe sostiene il 
lemlx) e saldato al centro d’ un piccolo disco circolare cui 
può procurarsi un moto di rotazione rapido o lento. Que- 
sto perno è traversato da un asticulo , le cui estremità 
entrano in collarini costituenti due guance , cui si è dato 
il nome di forchetta. Si appoggia contro a (preste guance 
un piccolo quadrante adattato al pernio, e ci si fissa me- 
diante una punta, quando si vuole che l’inclinazione del 
lembo sia invariabile. Finalmente verso la parte superiore 
della ghiera dello strumento, sono situate due viti oppo- 
ste, che servono ad inclinare il lemlro in un senso con- 
trario a quello cui è destinato il quadrante. 

Misura degli angoli col grafometro. 

227. ( fig. 1 74 ) Per misurare col grafometro l’ angolo 
A sotto il quale si vede la distanza BC , ponete prima il 
centro dello strumento al punto A , disponete quindi 
r alidada fìssa in modo che riguardando a traverso ai tra- 
guardi o al canocchiale, il filo verticale copra il punto B. 
Si diriga quindi I’ alidada mobile o il canocchiale supe- 
riore sull’ oggetto C ; 1’ arco da questa percorso sarà la 
misura dell’ angolo À. 

Suppone questo metodo che i tre punti .Y, B, C, siano 
all’ incirca sul medesimo piano orizzontale , o che il cir- 
colo abbia dei traguardi , oppure sia guarnito di canoc- 
chiali a nocella ( n.° 225 ) ; altrimenti se i punti B, e C, 
fossero fuori dell’orizzonte dell’osservatore, e che i ca- 
nocchiali non avessero la proprietà della quale si tratta , 
bisognerebbe porre il lembo nel piano stesso dell’ angolo 
da misurare. 

L’ angolo sotto cui si vede 1' elevazione d’ un oggetto 
situato al disopra dell’orizzonte del luogo ove si osserva, 
chiamasi angolo dell’altezza , e l’ angolo sotto cui si vede; 
r abbassamento d’ un oggetto al di sotto dell'orizzonte 
chiamasi angolo di depressione. Cosi supponendo che AI/ 
sia orizzontale, l'angolo BAH h un angolo d’altezza, e 
l’angolo B'AH è un angolo di depressione, (fig. 176) 

Per misurare quest’ angoli verticali , si dà Ripiano dello 
strumento la posizione verticale mediante 1’ archipenzolo ; 
si mette quindi il canocchiale fisso orizzontalmente me- 
diante la livella a bolla d’ aria , che ci è adattata ; si di- 
rige quindi il canocchiale superiore sull’ oggetto B , o H, 
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in modo che il filo orizzontale di questo canocchiale co- 
pra il punto di mira. L’ arco percorso allora con questo 
canocchiale è la misura dell’ angolo BAH o B'AH. 

Misura degli angoli col circolo ripetitore. 

228. Ecco il modo di misurare un angolo fra due og- 
getti terrestri , col circolo ripetitore le cui divisioni si 
leggono dalla sinistra alla destra. 

Dopo avere messo il lembo nel piano degli oggetti , si 
conduce il canocchiale supcriore sul zero , e ci si fìssa 
mediante la vite di pressione; si dirige quindi sulToggct- 
to a destra , e per fissarcelo, si serra la vite di pressione 
del disco. Ciò fatto , si rende mobile il canoccbiale infe- 
riore per condurlo sull’ oggetto a sinistra , si fìssa quindi 
al lembo; s’allenta quindi la vite di pressione dal disco, 
onde fare girare tutto lo strumento , fino a tanto che il 
canocchiale inferiore sia sull' oggetto a destra. Quando 
questa circostanza ha luogo, s’allenta di nuovo questa 
vite , e si conduce il cannocchiale superiore reso libero 
sull’oggetto a sinistra; allora l’arco che ba percorso dal 
suo primo punto di partenza , è la misura del doppio 
dell’ angolo osservato. 

Si ottiene con questo metodo il quadruplo, il sestuplo, 
ec. d’ un angolo; ripetendo 2, 3 volte quest’opera- 

zione , e partendo dal punto di divisione ove il canoc- 
chiale superiore trovasi alla fine d’ ogni osservazione co- 
niugata. 

Dicpsi distanza allo zenit d’ un oggetto, il complemen- 
to della sua altezza, o la sua depressione angolare au- 
mentata di 100 gradi. Per osservare una distanza allo 
zenit , mettete il piano del circolo verticalmente per mez- 
zo d’ un filo a piombo, ed in guisa tale che le divisioni 
del lembo siano alla vostra destra: conducete sul zero il 
canoccbiale superiore, fissatelo, dirigetelo quindi suU’og- 
getto , facendo girare il lemlx) e serrate la vite del disco; 
mettete quindi il canocchiale inferiore orizzontalmente me- 
diante una livella a Itolla d’ aria ivi adattata , e servitevi 
perciò della vite di richiamo di questo canocchiale. Ciò 
fatto conducete il lembo alla vostra sinistra nel piano ver- 
ticale dell’ oggetto; rimettete il canocchiale inferiore oriz- 
zontalmente , facendo girare il lembo mediante la vite del 
disco: riconducete finalmente sull’oggetto il canocchiale 
superiore reso libero. L’arco che avrà percorso sarà il 
doppio della distanza del zenit ricercata. 
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Si potrebbe similmente ottenere il quadruplo , il se- 
stuplo di questa distanza , ripetendo 2 , 3 . . . . volte que- 
st’ operazione. 

Quando il circolo ripetitore ba dei canocchiali a nocel- 
la , si dispone sempre il lembo orizzontalmente , e cosi , 
gli angoli osservati fra gli oggetti terrestri, sono ridotti 
alla volta all’ orizzonte ; ciò die porta a fare di meno del 
calcolo inerente. Questo strumento può essere impiegato 
nello stesso modo del grafometro ; poiché d’ altro non si 
tratta che di collocare il canocchiale inferiore sul zero , 
ed ivi tenerlo fisso tutto il corso dell’operazione. Per que- 
sta ragione si pone il canocchiale superiore a questo pun- 
to ; c dopo avere con questo fissato un oggetto lontano , 
ci si dirige pure il canocchiale inferiore che trovasi in 
questo caso , situato convenientemente. 

Uso della catena metrica. 

229. Per misurare una linea retta tracciata sul terreno 
per mezzo di biffe o paletti, si fa uso del doppio metro 
o della catena metrica, la qual è formata di bacchette di 
ferro lunghe due decimetri , le une coll’ altre congiunte 
con anclletti. Questa catena è comunemente lunga cinque 
metri ^ ed ha due maniglie alle sue cime. Il canneggiatore 
che cammina in avanti sulla direzione delle biffe , porta 
dieci punte di ferro che ficea in terra le une dopo le 
altre, quando la catena è bastantemente tesa , e quando 
le sue cime sono in una medesima linea orizzontale , se 
non si deve misurare che in questo piano; quindi il can- 
neggiatore che segue toglie queste punte a misura che si 
progredisce. Se la linea che si percorre è più lunga d’una 
passata , cioè se è più lunga di dicci volte la catena , si 
continua la medesima operazione, ritenendo o scrivendo 
sopra un libretto il numero delle passate e dei metri che 
contiene la linea misurata. 

Quando le linee d’ operazione traversano un terreno che 
presenta una o diverse pendici molto lunghe e sensibili , 
allora invece di disporre la catena orizzontalmente , cosa 
che riuscireblie incomodissima e poco esatta, si misura la 
lunghezza stessa d’ ogni pendice ; e dopo avere valutato 
l’inclinazione d’ognuna, o col circolo ripetitore, o coi 
processi di livellazione , si riducono le misure all’ orizzon- 
te , siccome vedremo nel capitolo seguente. 



Digitized by Coogle 




TBIGOnOMETEIA. 



47 



CAPITOLO III. 

ESEMFII DI CALCOLI TBIGOUOMETRICI. 

Risoluzione dei triangoli rettilinei rettangoli. 

230. Determinare la rappresentazione ossia projezione 
orizzontale d‘ una pendice , della quale si conoscano la 
lunghezza , e l' inclinazione. 

Sia BC= 480“> (Bg. 173) la pendice data, e 5 = 5“ la 
sua inclinazione. Si domanda la lunghezza orizzontale AB, 
rappresentazione di BC. 

Si ha per il principio del n.° 21 9 , 

R r BC ;; sen. C oppure cos. B \ AB ; 
o in numeri , 

R ; 480“ cos. 5° : dB ; 
operando coi logaritmi si trova che 

log. 480 = 2,6812412 
log. cos. 5° = 9,9986591 

log. somma ■ — 'log. R =2,6799003 = 478“, 52. 

La pendice BC adunque rappresentata sull’ orizzonte ri- 
duccsi a 478“, 52. 

231. Calcolare la corda e la freccia delV attondamen- 
to della contrascarpa. 

( fig. 177 ) Sia l’angolo del bastione JCB— 92°,30' 
ed il raggio AC = 40'". 

I triangoli ACD , DCB essendo eguali e rettangoli in 
D , danno 

R : dc :: sen. d : CD; 

R : dc :: cos. d : ad. 

Operando coi logaritmi si trova 

log. ( 40) = 1,6020600 1,6020600 

log. sen. A log. cos. A 

o di cos. 46",15' =9,8742213 o di sen. 46",l5' = 9,8215642 

1,4762813 1,4236242 

Dunque CD = 29“ ,942 , Dunque AD = 26“ ,523. 
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D’onde ne segne che la corda AB =2i4j0 = 53™,046, 
e che la freccia DE =3 IO™ ,058. 

Se invece del raggio CB si conoscesse la larghezza Cx 
del fosso ; bisognerebbe prima calcolare l’ ipotenusa CB 
del triangolo rettangolo CxB , nel quale il lato Cx e Tan- 
golo B zx ACB sarebbero noti , e quindi si procederebbe 
come precedentemente. 

232. Determinare la larghezza d‘ un fiume. 

Tracciate (fìg. 178) Inngo la ripa e parallelamente alla 
corrente una base JB,e dopo avere diretto l’alidada (issa 
sopra questa base, mettete la linea di fede dell’alidada 
mobile sulla divisione indicata di 90® o 100®. Vedete a 
qual punto C fa capo il raggio visuale AC perpendicolare 
ad AB : misurate quindi la linea AB , che deve essere 
circa la metà à’ AC -, osservate l’angolo B, e misurate fi- 
nalmente la distanza AD compresa fra la base ed il bor- 
do dell’ acqua. 

Siano per esempio 

AB = 125“ , AD = 5“, e 1’ angolo B = 45®. 
avremo n.® 220 , 

R : tang. 45® :: 125 : AC\ 
e coi logaritmi , 

log. tang. 45° rr: 9,9314989 
log. 125 = 2,0969100 

Somma — log. R — 2,0284089 = 106“',76. 
dunque CD = 106™, 76 — 5 =101™, 76. 

In mancanza di tavole di logaritmi , si costruirà con 
una scala di parti eguali ed un quadrante una figura si- 
mile a BCA. Si farà perciò aò = 125 , si alzerà al punto 
a sopra ah una perpendicolare indefinita , ed al punto b 
si prenderà col quadrante un arco di 45° ; dall’ estremità 
di quest’arco e dal punto ò si condurrà una retta eh che 
incontrerà ac in un punto c. Portando allora ac sulla scala, 
troveremo questa linea eguale a 106™, 76 incirca ; la lar- 
ghezza dunque del fiume è come precedentemente di 
101 ™, 76. 

Il calcolo e la costruzione sono le medesime per de- 
terminare l’ altezza d’ un edifizio eretto sopra un piano 
orizzontale, ed il cui piede è accessibile. Sia per esempio 
( fig. 179) SP la torre da misurare. Ponete lo strumento 



Digitized by Google 




TRIGONO M ET RIA. 



49 

al punto 5, dal quale possiate scorgere il vertice S di 
questa torre ; misurate 1’ angolo verticale SS^ , formato 
dall’ orizzontale JB e dal raggio visuale SB ; misurate 
inoltre la distanza compresa ira il centro della stazione 
B ed il piede dell’ edilìzio , e fate la proporzione, 

R : tang. SBA AB : AS ; 
essendo trovata AS , aumentate quest’ altezza di quella 
dello strumento , e la somma sarà 1’ altezza della torre , 
dal suolo fino al punto di mira al vertice. 

233. Trovare V angolo che la linea di mira fa coll’as- 
se prolungato, in un pezzo di calibro e dimensioni note. 

( fig. t80) Se per il punto D del maggior risalto della 
gioja , s’ immagina la retta DG parallela all’ asse AE , 
r angolo BDG sarà eguale all’ angolo C che cercasi. Ora 
i tre lati del triangolo BGD rettangolo in G sono noti ; 
dunque si avrà 1’ angolo BDG con questa proporzione , • 

R : tang. BDG V. DG \ BG. 

Nel pezzo leggero da 12 , si ha 

AB = ^ 6" 86 

ED =. 13 ,34 

d’ onde BG = 3 ,52 

inoltre si ha DG — 209 ,1 1 

e per i logaritmi , 

log. BG = 0,5465427 
log. R = 10,0000000 



10,5465427 
meno log. DG — 2,3203748 

log. tang. BDG = 8,2261679 = 1° 7' 15”. 

Un pezzo da 12 leggero essendo appuntalo, a 3“ 33', 
trovare l’altezza a cui la linea di mira s’ alza alla di- 
stanza di 1 200 metri , eh’ è all’ incirca la passata di 
questo pezzo sotto T angolo di 3“ 33’. 

É noto per la soluzione del problema precedente , che 
la linea di mira fa coll’asse un angolo di 1° 7' 15”; cos’i 
questa linea è inclinata all’orizzonte di 30 33' — 1” 7' 15’ 
= 2“ 25' 85", e 1’ altezza d’ uno dei suoi punti alla distan- 
za orizzontale di IZOO"", è il lato dell’angolo retto d’un 
triangolo rettangolo , che trovasi mediante la proporzione. 
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R ; tang. 2® 25' 85' ” ^200 ; all’ nitrzza cercala, 
d’onde log. tang. 2® 25’ 85* =: 8,5501222 
log. 1200‘«= 3,0791812 



log. altezza r= 1,6293034 = '12™,590. 
L’ altezza cercata è dunque di metri 42, 59"“‘''"- 

234. Le formule trigonometriche sodo spesso impiegate 
senza le dimostrazioni o soluzioni delle proposizioni di 
Geometria , perchè conducono quasi sempre semplicissi- 
mamente alle relazioni che si ha in vista di trovare. Per 
dare un’ idea del partito che se ne può trarre in simile 
circostanza , risolveremo i due seguenti problemi. 

1.® Delerminare l’area d’un triangolo rettilineo, cono- 
scendo due. dei suoi lati e l’ angolo che essi comprendono. 

j4C X BD 

( fig. 61 ) L’area j del triangolo è eguale ad ^ ; 

ma secondo il principio del n.® 219, BD — ABX sen. , 
essendo il raggio delle tavole = 1. Sostituendo questo va- 
lore in quello di s si ha 



s 



.4C * AB 
2 



X 



scn. 



A. 



Così V area d’ un triangolo rettilineo qualunque , è 
eguale alla metà del prodotto dei suoi due lati , molti- 
plicato per il seno dell’ angolo compreso. 

D’onde ne segue che se a e ò sono i lati contigui d’un 
parallelogrammo, e che C sia l'angolo eh’ essi Ibrmano , 
I’ area di questo parallelogrammo sarà 

s ■^ab sen. C. 



2.® Trovare il raggio del circolo circoscritto ad un 
triangolo di cui sono dati i tre lati. ( fig. 181 ) 

Siano a,b,c X tre lati del triangolo ABC, respettlva- 
mente opposti agli angoli A, B, C ; indichiamo la sua 
superficie per s , ed il raggio BO del circolo circoscritto, 
per R. 

Si ha secondo quello che precede 

ah 

^ — — scn. C; 

e se BD è un diametro , il triangolo ABD sarà rettangolo 
in , r angolo D sarà eguale all’ angolo C , ed in virtù 
del n.® 219 avremo 
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i I 2R II seii. D o scn. C \ c \ 



d’ onde 



sen. C = - . 



Sostitupudo questo valore in quello ili 
vameiite 



abe 





s 



si ha drllniti- 



Cioè che il raggio del circolo circoscritto ad un trian- 
golo , è eguale al prodotto dei suoi tre lati , dieiso per 
il quadruplo dell’ area di questo triangolo. 

Egli è anche più focile il determinare il raggio del 
circolo inscritto ad un triangolo di cui siano noti i tre 
lati : facendo il calcolo si troverà che questo raggio è 
eguale all’area del triangolo, divisa per il suo semipe- 
rimetro. 



Risoluzione dei triangoli rettilinei obliquangoli. 

235. Misurare una distanza accessibile soltanto ad una 
delle sue cime. 

Supponghiamo ( fig. 151), che A e B siano due posti 
nemici ; si domanda la distanza AB soltanto accessibile al 
punto A. Tracciate la base AC, in modo che gli angoli 
A e C non siano troppo acuti ; misurate questi angoli e 
questa base , e fate quindi la proporzione , 

sen. B I AC ” sen. C ; AB. 

Per esempio, sia 45°, C = 68° 15', AC=z!ó30"', 
avremo 

scn. 86° 85' ; 530 ;* sen. 68° 15' ; AB. 
e per i logaritmi , 

log. 530 = 2,12i2159 
log. scn. 68° 15' = 9,94321 '31 

12,6674930 

meno log. sen. 86° 85' = 9,9906684 

\og. AB z=z 2,6768246 = 475°>,14v 

La distanza cercata dunque è metri 475,1 4“"<- 

236. Determinare l’ altezza del bersaglio B al disopra 
della batteria A. 
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Sia All il livello della batteria. ( fig. 182 ) Misurate 
l'angolo d’ alleila BAH-, ponete una bifia in C in guisa 
tale che AC non sia troppo piccolo riguardo ad AB : mi- 
surate r angolo inclinato BAC mcttenoo il piano del gra- 
fometro in quello di quest’angolo; misurate pure la base 
AC e quindi l' angolo inclinato BCA. 

Supponghiamo adesso die 

BAH — 5» 15', AC = 86'",5, 

BAC — 60» BCA = 85» . 

Per trovare 1’ altezza BH., bisogna prima calcolare l’ ipo- 
tenusa del triangolo rettangolo mediante il trian- 
golo ABC di cui sono noti un lato e i due angoli adia- 
centi ; onde si fa la proporzione , 

sen. ABC I AC W sen. BCA \ AB; 
quindi l’altra R I AB “ sen. BAH BH. 

Ecco 1’ operazione coi logaritmi , 

log. AC = 86'" ,5 = 1,9370161 
log. sen. BCA — 85» = 9,9878315 

11,9248176 

meno log. sen. ABC =55» = 9,8810155 



log. BA = 2,0438021 
log. sen. BAH = 5» 15' = 8,9074533 

Somma meno log. R = 0,951 2554 = 8™ ,938. 
Cosi l’altezza BH cercata è di 8‘",94. 

Egli è con questo metodo che si potrebbe pure deter- 
minare 1’ altezza d’ un edifizio inaccessibile. 

237. Misurare una piccola distanza, le cui cime sol- 
tanto sono accessibili. 

Se una linea AB, ( Gg. 174) dovesse traversare un 
terreno paludoso , e che bisognasse pur non ostante co- 
noscerne la lunghezza , si potrebbe operare come segue ; 

Scegliete un punto C d’ onde possiate scorgere le cime 
A e B , e misurate l’angolo C, come pure le distanze AC 
e BC. La questione sarà allora ridotta a calcolare il terzo 
lato d’ un triangolo di cui si conoscono due lati e l’ango- 
lo compreso. Per questo invece d’ impiegare la formula 
(2) del n.» 223 , che immediatamente dà la quantità ri- 
cercala , egli ò più semplice , e sopratutto piu comodo , 
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il calcolar prima gli angoli A e B , e quindi il lato AB. 
Ecco con quali mezzi: prima di tutto nel triangolo ABC, 
si ha ( n.° 222 ) , 

a-\-b : a~b tang. J-) ‘“"g- ^ 2 “ J ’ 

e perchè 1’ angolo C è noto per supposizione , si ha inoltre 

-C). 

Sia a =. AC = 86"' ; b = BC = 64'" ; C = 53". 
ne risulta dal precitato principio che , 

= 73° 50' : tang. 

Calcolandone il quarto termine coi logaritmi si trova 
log. H = 1,0413927 
log. tang. 73° 50' = 10,3544840 



86+64 : 86-64 ::) 
75 : 11 ::i 



11,3958767 
meno log. 75 = 1,8750613 

log. tang. . .= 9,5208154 = 20» 39' 27". 

=: 73° 50' = 73° 50' 

2 2 

= 20° 39' 27" = 20° 39' 27". 

2 2 

Somma o 5 = 93° 89' 27” Diffcren. oA = 53° 10' 73". 
Adesso colla seguente proporzione si avrà il lato c , 
ossia AB , 

sen. A ; BC :: sen. C I AB. 

log. BC = 64>" = 1 ,8061 800 
log. sen. c = 53° = 9,8690152 

11,6751952 

meno log. sen. A — 53° 10' 73"= 9,8696801 

log. AB= 1,8055151 =63 ">,902, 
dunque AB eguale a metri 63,9 

Questo problema è principalmente utile per determina- 
re la lungiiezza d’ una base che non può immediatamente 
misurarsi, ma che dalle sue cime si scorgano una gran 
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quantità d’oggetti dei quali importa il determinare le po- 
sizioni sopra un piano. 

238. Determinare diversi punti sopra ima medesima, 
linea., allorquando ostacoli impediscono di vederne le 
cime V una dall' altra. 

Si scerrà se è possibile, un punto C fuori della linea 
AB di cui si tratta ( fig. 183) , e d’onde alla \olta si 
possano vedere le cime d e B di questa linea: si misu- 
reranno quindi le distanze AC, CB , o immediatamente o 
con uno dei metodi precedenti , e si rileverà 1’ angolo 
ACB. Allora siccome i due lati e 1’ angolo compreso del 
triangolo ABC saranno noti , se ne determineranno facil- 
mente gli angoli A e B. Cosi per avere un punto qua- 
lunque D sulla linea AB prolungata , si risolverà il trian- 
golo A Cd , nel quale si conosceranno i tre angoli ed il 
lato AC , atteso che si può supporre un valore qualunque 
all’ angolo ACD ; e dopo avere tracciata la linea CD con 
biflc , si avanzerà in questa medesima direzione, fino a 
tanto che la lunghezza percorsa sia eguale a quella che 
col calcolo si Sara ottenuta. 

Nel caso che dal punto C non si vedesse che uno del 
punti A e A, il punto B per esempio; si sceglierehhe un 
altro punto E d’ onde si scorgesse il punto A. Si deter- 
minerebbero quindi le distanze AE , EC , CB , e gli an- 
goli AEC , ECB , dopo di che risolvendo il triangolo 
AEC , si conoscerà la distanza AC e l’angolo ACE, cd 
il problema sarà allora ridotto al caso precedente. 

Si vede adesso quello che bisognerebbe fare per stabili- 
re una batteria sul prolungamento d’ una cortina. 

239. Condurre per un punto dato sul terreno una ret- 
ta parallela ad un’ altra retta inaccessibile. 

{ fig. \ 84 ) Sia CD la retta inaccessibile , ed A il punto 
dato per cui dev’ essere condotta la parallela AK. É chia- 
ro che il problema si riduce a fare 1’ angolo DAK eguale 
all’angolo CDA -, ma siccome quest'ultimo è incognito , 
e ch’egli 'è impossibile il misurarlo direttamente, ecco 
come si determinerà. 

1." Soluzione. Misurale l'angolo CAD sotto cui com- 
parisce la retta inaccessibile CD , e scegliete un altro 
punto B un poco lontano dal primo A , a onde possiate 
vedere questa retta sotto al medesimo angolo , cioè in mo- 
do che r angolo CBD sia eguale all’ angolo CAD. I quat- 
tro punti allora A, B, C, D supposti in un medesimo 
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piano , saranno sopra una medesima circonferenza : ed in 
virtù della proprietà degli angoli inscritti avremo CBA 
■=.CDA. Cosi misurando l’angolo Cfly/, e facendo quindi 
DAK= CBA il problema sarà risoluto. 

2. “ Soluzione. Quando è impossibile di fare uso della 
soluzione precedente, e ciò accade tutte le volte cbe il 
punto A è circondato da ostacoli, si traccia una base^B 
nel senso di CD, e si misurano in A gli angoli CAB, 
DAB; q^nindi al punto B, gli angoli DBA, CBA. La bu- 
se AB cue si misura parimente , dev’ essere lunga abba- 
stanza riguardo a C/7,ailincbè quest’ angoli non siano nè 
trcmpo acuti nè troppo ottusi. 

Da quest’ operazione risulta , cbe nei triangoli BCA , 
ADB, si conosce il lato comune AB, e i due angoli adia- 
centi ; COSI la risoluzione di questi triangoli darà i lati. 
AC, Ad ; quindi il triangolo CAD essendo risoluto col 
metodo del n.° 237 si avrà , ed il valore degli angoli 
CDA , DCA , e la lunghezza della linea inaccessibile CD. 
Si potrà dunque condurre AK parallelamente a questa 
linea. 

3. * Soluzione. Se si mancasse di tavole trigonometriche, 
bisognerebbe costruire, col metodo del n.“ lOO una figu- 
ra ^dc simile a quella ABDC del terreno ; si vedrel>be 
allora quante parti comprenderebbe cd della scala , e quanti 
gradi del rapportatore conterrebbe eda ; dopo di che non 
si tratterebbe più che di fare sul terreno, 1’ angolo DAK 

all’angolo cda. In verun caso però, le soluzioni gra- 
fiche sono preferibili a quelle unicamente dipendenti dal 
calcolo. 

240. Determinare la direzione della capitale d’ un 
bastione inaccessibile. { fig. 1 85 ) 

La capitale CG d’un bastione ACB , divide 1’ angolo di 
questo bastione in due parti eguali. Ciò posto , scegliete 
un punto D nella direzione della faccia bC , ed un punto 
E nella direzione AC ; e misurate i due angoli CDt , 
CED del triangolo DEC. 

L’ angolo DCE del vertice essendo il supplemento a due 
angoli retti degli angoli osservati , si conoscerà dunque 
mediante quest’ ultimi l’angolo fiancheggiato ACB, poiché 
gli angoli ACB , DCE sono eguali ( n.“ 14). Per conse- 
guenza se CK è il prolungamento della capitale del ba- 
stione , gli angoli DCK , ECK saranno ognuno la metà 
dell’angolo ACB. Facendo adesso gli angoli EDF, DEF 
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eguali , ognuno a — — , le due rette DF, EF s' Incon- 
treranno in F sulla circonferenza che passa per i tre punti 
D, C, E ; dunque ( n.® 34) il punto F sarà sul prolun- 
gamento della capitale CG , e ad uguale distanza da’ pun- 
ti D , ed E. Si ayranno dunque due punti C , ed F di 
questo prolungamento. 

Supponendo che le rette DF\ EF' dividano rcspetti- 
vamente in due parti eguali gli angoli CDE , CED , il 
punto F! snrà ( n.° 93 ) il centro del circolo inscritto al 
triangolo CDE , e si troverà parimente sul prolungamento 
della capitale del bastione. 

Se non si potesse percorrere che la retta DE, bisogne- 
rebbe determinare il punto K, in modo tale, che l’an- 
golo CKE fosse il supplemento a due angoli retti degli 
angoli KCB , CEK. 

Passiamo adesso alla soluzione trigonometrica d’un pro- 
blema eh' è d’ una grande utilità in geodesia. 



241 . Determinare la posizione d‘ un punto , d" onde si 
vedono altri tre punti dei quali si conoscono le respct- 
tive distanze. ( fig. 1 86 ) 

Dal punto D , d’ onde si vedono i tre punti dati A, B, C, 
o.sservate gli angoli CDBz=i<i, ADC=.p, sotto cui com- 
pariscono le distanze note CB=a, ed AC = b, facendo 
un angolo ACB = C. Queste quantità bastano per risolvere 
la questione. 

Infatti siano gli angoli incogniti CAD — x, e CBD—J/", 
i triangoli CDB, CD A danno respettivamente , 



rtsen.y b aen. x 

CD = ; CD = 

sen. a sen. p 

Egnagliaudo questi due valori si ha 

a sen. y b sen. x sen. x a sen. S 

« OppUFC • ' I 

sen. a sen. p sen. y b sen. a 



Ora da quest' ultima equazione ne deriva questa ( n.“ 8T 
Algebra ) , 



sen. X -H sen.y a sen. p b sen. a 

sen. X — sen. y a sen. p — b sen. a ’ 



ed in virtù d'uno dei prìncipii del n.“ 217 si ha 
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^ i sen. o 

tang. j ( X 4- r ) « sen. p 

tang. { ( j ;— 7 ) "“ ^ ^ sen. a ' 

a sen. p 

La somma x ^ y h nota , poiché si ha 

X y — 400® — C — a. ~ pi 
c se per hrevité si fa 

^ = 1 (-*^+r) =200® _l (C'+ c + P); 
avremo 



^ b sen. a. 
a sen. p 

lang. i (x— y) = X tang. y ; (t) 

1 4- A sen. a 

a sen. p 

equazione che farà conoscere la semidifferenza degli angoli 
cercati. Così per il principio del n.® 59. dell’ Algebra, si 
determinerà ognuno di questi angoli. 

Applichiamo questa formula generale ad un esempio , 
e supponghiamo perciò che gli angoli osservati in D siano, 

1’ uno a = 60° ,2535 
r altro p = 37° ,6310 



d’ onde a + jS =: 97° ,8845 ed | = 107°, 88745. 

Supponghiamo Inoltre clic si abbia nel triangolo ABC, 

ang. C = 86°, 3406 
log. a = 4,1702617 
log. b = 4,0211893 
avremo prima di tutto. 



log. 



b sen. a 
a sen. p 



=z log. b log. sen. a — log. a — log. sen. p. 



ma invece d’ eseguire la sottrazione dei logaritmi affetti 
dal segno negativo , come fino adesso abbiamo praticato , 
si può per abbreviare , cangiare questa sottrazione in ad- 
dizione. Egli è infatti evidente che in generale M — = 
3f-f-{10 — IV ) — 10: la differenza 10 — TV si chiama il 
complemento aritmetico di N ; dunque se alla quantità 
M si aggiunge il complemento aritmetico di iV , e che 
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dalla somma si tolga una diecina, il risultamento sarà lo 
stesso di quello cbe se, immediatamente si fosse fatta la 
sottrazione di M — N. E d’ uopo generalmente levare tan- 
te diecine quanti complementi aritmetici si sono aggiunti, 
ed osservate clie il complemento d* un logaritmo s effet^ 
tua prendendo il complemento a 10 della prima cifra , 
ed il complemento a 9 di tutte le altre cifre, 
log. b — 4,0211893 
log. sen. a = 9,9092089 
comp. aritm. log. a = 5,8297383 
coinp. arit. log. sen. p — 0,2539265 



Somma = 0,0140630 1,0329112: 

d’onde 1 — — —“=1 — 1,0329112 = — 0,0329112, 
a sen. p 

ed 1 4- —~=1 4- 1,0329112 = 2,0329112: 
a sen. p 



divìdendo , 
tang. j ( x—jr ) 



— 0,0329112 



X tang. 107'',88745. 



-f 2,0329112 

Egli è da osservarsi che atteso che la tangente dell’an- 
golo ottuso 107s%88745 è negativa ( n.“ 214), il secondo 
membro di quest’equazione sarà positivo ( n.“ 32 Algebra ) ; 
si pui) dunque operare senza aver riguardo ai segni : cos'i, 



log. 0,0329112 = 8,5173424 
log. tang. 107“,88745 = 0,9047133 
comp. arit. log. 2,0329112 = 9,6918816 



log. tang. j (x -f j') = 9,1 139373 = 8“ 22' 97", a 



Si ha dunque semi somma = 107®, 887 45 
semi differenza = 8'’,22978 

per conseguenza (n.® 59 Algebra) j: = 1 1 6®,1 1 723 
ed y ~ 99°, 65767 

Tutti gli angoli dei triangoli ACD , CDB , essendo noti 
adesso , sarà fàcile il calcolare le distanze AD , CD , BD. 
Effettuando quest’ operazione si troverà 

= 12515”,9; CZ»= 18240"' ,9; = 10742">,5. 

Daremo , al n.® 257 due soluzioni grafiche semplicissime 
di questo problema : osserveremo per il momento , che 
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diviene indetcrmÌDato , quando i quattro punti y/, B, C, D 
sono sopra una medesima circonferenza, e questa circo- 
stanza ha luogo tutte le volte che gli angoli ACB ^ ADB 
equivalgono insieme a due angoli retti ( n.° 95 ). 

Se invece di conoscere i due lati AC , CD e l’angolo 
compreso C , si conoscessero al contrario i tre lati AB , 
AC , BC , sarehhc necessario il determinare preventiva- 
mente l’angolo C, onde potere calcolare la formula (1). 
Si avrà perciò ricorso ad uno dei processi del b.“ 223. 
Sapendo per esempio che AB~\2\ ; yiC=86; e BC = 100 ; 
la proporzione 

I — «) (ì « — * ) R‘“. sen.* { Ci 

diviene facendo 1 , per semplicizzare , 

100 X 86 ; 55 X 69 1 : sen.* i C ; 



d’ onde 



sen. j C 




55 X 69 
lUO X 86 ■ 



Ecco la disposizione più semplice del calcolo. 

100 

124 

86 



Somma = 310 
; somma =155 

— a = 100 comp. arit. log. = 8,0000000 



1.® resto = 55 log. = 1,7403627 

i jp = 155 

— ù = 86 comp. arit. log. = 8,0655015 



2.® resto 69 log. = 1,8388491 



Somma 19,6447133 
2 somma o log. sen. 7 C = 9,8223566 
d’ onde 7 C = 46® 25' 30', per conseguenza C = 92® ,5060. 

Per dare altri esempli di calcoli trigonometrici, deter- 
mineremo le diverge parti d’ un fronte di fortificazione, 
costruito secondo il sistema di Vauban. 
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Calcoli <T un fronte di fortificazione. 

242. Sia j4B ( fig. 187 ) il lato esterno d’un pentagono 
regolare. Si suppone comunemente questo lato di 350"‘, 
la perpendicolare DE di SO™, la faccia AH del bastione 
di t00">, e la linea di difesa AG — AK. Siccome la lun- 
cliezza eia respettiva posizione delle altre linee dipendono 
da questi valori , presenteremo la serie dei calcoli che 
si riferiscono al sistema dell’ attuale fortifìcazione. 

Calcolo dell’ angolo della tanaglia AEB. 

L’angolo AEB cercato essendo doppio di quello AED 
del triangolo ADE, si avrà (n.‘’220) supponendo il rag- 
gio delle tavolerai. 

DE 

1 ; cot. AED “ Ad ; de, d'onde cot. AED ■= ; 

A / * 

AD 

o 1 ; tang. AED ” DE \ AD, d’onde tang. ; 

da queste 

log. AD = = 2,2430380 

— log. = 50 = 1,6989700 

log. tang. AED = 0,5440680 = 82” 28' 29". 

Dunque l’ang. cercato =: 164° 56' 58*, e per conseguenza 
l’angolo diminuito EAD =: 17“ 71' 71” = EBA. 

In quanto all'ipotcnusa AE, si può ottenerla mediante 
il principio nel n.° 77 , così avremo 

AE=.\^Ad' = V 1^* -j- 5Ò’ = 182"’. 



Calcolo della linea di difesa AK. o AG. 



Siccome nel triangolo ABK , si conoscono i due lati 
AB, BK , e l’angolo compreso ABK, avremo la linea 
AK col metodo del n.° 237. 
prima di tutto 

350 -f 100 : 350 — 100 cot. : tang. i diff. 



d’ onde 
tang. 



diff. 



250 * cot, 8", 8 '.83 5 X lang.9r,H(5 

450 9 ' 
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log. 5 = 0,6989700 
log. col. Y= 0,8537042 



Somma 
— log. 9 : 



1,5526742 

0,9542425 



I somma 
j dilfer. 



91 ■> 14' 15» 
84» 27' 86" 



log. tang. i diff = 0,598431 7 = 115‘> 42' 01 " 

= 84“ ,2786 B^A' = 6“ 86' 29‘ 

Quindi 

sen. sen. ^BK ;; BK : 



d’ onde 






lOUXsen. 

seii. 6®, 8629 



log. 100 z= 2,0000000 
log. sen. JBK = 9,4388919 



Somma 11,4388919 
— log. sen. BAK — 9,0317860 

log. AK= 2,4071059 = 255™ ,33 
così la linea di difesa è di 255™,33. 



Calcolo dclV angolo fiancheggiato II 'AH. 



L’ angolo Sunclieggiato H'AH = 2CAH = 2CAB — 
E AB. Ora nel pentagono regolare, l’angolo alla circon- 
ferenza ~ 120'’ ( n.” 114), dunque 
1’ angolo fiancheggiato =: 120'’ — 35“,4342 = 84® 56' 58". 



Calcolo della cortina FG. 



Si otterrà la lunghezza della cortina FG , risolvendo il 
triangolo isoscele F'AG nel quale si conoscono EF EG e 
l’angolo al vertice. Infatti EG=.AG — AE , e l’angolo 
FEG = AEB. 

Altrimenti il triangolo lEG rettangolo, darà, suppo- 
nendo sempre il raggio delle tavole eguale all’unità; 

1 ; EG sen. lEG ; j cortina; 
ossia 1 : 73,33 ” sen. 82®,2829 : \ FG-, 

d’onde FG =: 1 46,66 X sen. 82®, 2829 
log. 146,66 = 2,1663117 
log. sen. 82®, 2829 = 9,9829602 

log. cortina =: 2,1492719 = 141™, 02 
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La lunghezza della cortina è dunque 141'° ,02. 

Calcolo dell' angolo di spalla AIIF. 

Il triangolo EFH in cui si conoscono i due lati EF , 
ed EH e l’angolo compreso FEH, di prima di tutto; 

EH -j- EF ; EH — EF ” cot. j FEH ; tang. j difTerenza. 
ossia 

82 -^'73,33 ; 82— '73,33 “ t®ng. 582 °, 2829 * tang. ^ differenza, 
operando come precedentemente si troverà , 

£f//=94°,5651 ; EHF=10%<mi. 

L’angolo dunque della spalla =200° — '70°,000'7=129‘’,9993. 
Quindi mediante la proporzione 

sen. HFE : scn. FEH ” EH I FH , 
ossia sen. 94°,5651 ; scn. 35°,4342 ;; 82 ; FH, 
si avrà 43'” ,479 per la lunghezza del fianco FH. 

Calcolo dell’ angolo del fianco GFH. 

L' angolo GFH = GFK -f EFH = ABK -f EFH 
= 17°,7171 +94°, 5651 =11 2° 28’ 22". 

Tutti questi calcoli che sono semplicissimi , derono 
mettere gli alunni in grado di determinare da per loro 
stessi tutte le parti del rivellino, tali che la mezza gola 
MR, la faccia RP ec, sapendo che la larghezza del fosso 
AL, o che il raggio del tondamento della contrascarpa è 
di 36'”; che il triangolo ALK è rettangolo in Z; che la 
capitale MP del rivellino è 110>”; finalmente, che la di- 
stanza HN dall’ angolo della spalla al punto N del pro- 
lungamento della faccia PR del rivellino è di 6 '”. 

Nota. Siccome si possono in generale costruire due 
triangoli diversi con due lati dati e l’ angolo opposto al 
minore di qnesti due lati , ne risulta che la risoluzione 
d’ un triangolo in cui si conoscono a, b, B, è suscettibi- 
le di due soluzioni , se 1’ angolcl B è acuto ; egli è da os- 
servarsi che i due valori di A sono 1’ uno delP altro sap- 

plcmentarii, e sono dati dalla formula sen. A = — — r- — • 
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243. Tutti i proWcmi di trigonometria che sono V og- 
getto di questo capitolo , erano troppo importanti per 
non svilupparne le soluzioni , ma afiìnchè gli alunni pos- 
sano da per loro stessi esercitarsi a risolvere questioni 
analoghe , e lare nuove applicazioni d' alcuni principi! 
esposti fino ad ora , proporremo le seguenti questioni. 

t .“ Trovare T area d' un ettagono regolare il cui lato 
è 136“. 

2. ° I tre lati consecutivi d‘ un quadrilatero piano , 
sono, 17“,8; 34“ ,6 e 22“ ,05; i due primi formano un 
angolo di 124“ 6'; il secondo ed il terzo un angolo di 
86“ 25' , trovare la diagonale dell" area di questa figura. 

3. “ V arco d’ un settore circolare essendo 54“ 26' ed 
il raggio di 38“ ,6, trovare V area del segmento corri- 
spondente. 

4. “ I tre lati d’ un triangolo sono 15, 18, 21 ^ trovare 
V area , ed il volume della sfera che avrebbe per raggio 
quello del circolo circoscritto al triangolo. 

5. “ La corda d" un arco è d" 1<*'‘='™-,8, e la sua freccia, 
cioè la distanza dalla meta dell’ arco al mezzo della 
corda è di 0<*™“-,35, trovare il volume del segmento 
sferico di cui questa freccia è la grossezza, ed il cui 
diametro della base è la corda della quale si tratta. 

6. “ Lo spiegamento d" un cono retto forma un settore 
circolare il cui arco è di 1 20“, ed il raggio di 26“‘'“'-,35 ; 
trovare V altezza di questo corpo, il diametro della sua 
base , T area della sua superficie curva , ed il suo 
voi urne. 

7. “ La sezione per Tasse d" un cono obliquo, è un 
triangolo scaleno perpendicolare alla base di questo 
corpo , e i due lati di questo triangolo che si riunisco- 
no al vertice del cono sono 15 e 12, e formano un an- 
golo di 24“ 1 5' , trovare il volume di questo corpo. 

8. “ La latitudine dell" osservatorio di Parigi è di 48“ 
50' 1 4“ ( divisione sessagesimale ) ; quella di S. Pietro 
a Roma di 41“ 53' 54"; La differenza delle longitudini 
di queste due citta, di 10“ 7' 3'. QuaT è la loro di- 
stanza geografica. 
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9.® Sotto qual angolo si vedrebbe la terra, se uno si 
ponesse al centro della luna? sapendo che la distanza 
media di questi due astri è di 38411 miriametri e che 
il raggio della terra è di 6366198 metri. 



CAPITOLO IV. 

GEODESIA. 

Determinazione trigonometrica dei principali 
punti d’ un paese. 

244. Non ostante die le particolarità nelle quali siamo 
già entrati riguardo alle applicazioni della trigonometria , 
spettino più particolarmente alle opere che trattano della 
Scienza dell’ Ingegnere geografo , pertanto siccome gli 
alunni delle scuole militari possono un giorno essere in- 
caricati di fare delle ricognizioni , ed essere impiegati 
presso gli stati maggiori , abbiamo creduto conveniente 
estenderci sopra (questa materia ; per questa ragione espor- 
remo adesso i principi i della topografìa. 

Formare la Carta d’ un paese di piccola estensione, 
significa costruire sopra un foglio una fìgura simile a 
quella dei terreno , le cui diverse parti sono supposte 
essere rappresentate sopra un piano orizzontale , con per- 
pendicolari abbassate su questo piano da tutti gli oggetti 
(n.® 182). 

Si chiama carta topografica o piano, il disegno che 
rappresenta tutte le particolarità d^ una contrada, o d’un 
dominio. In quanto alle carte che abbracciano molta 
estensione di paese , e non presentano che gli oggetti piu 
rimarcabili dei piccoli o grandi Stati , si imiamano carte 
geografiche. Si costruiscono con processi che non possono 
avere luogo in questo compendio. 

Per determinare le posizioni respeltive dei prineipali 
punti d’un piano, bisogna considerare questi punti come 
1 vertici degli angoli dei triangoli , che , colla loro con- 
catenazione , formano una rete continua in tutti i sensi. 
Questi triangoli riuniscono le condizioni le più vantaggio- 
se, quando sono più grandi che sia possibile , quasi equi- 
lateri , e legati per lo meno da una linea principale o 
base. Quando questa base ed i tre angoli d’ ogni triango- 
lo sono misurati , si hanno tutti gli elementi necessarii 
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per calcolare via via le distanze Ira eli oggetti , e si ha 
allora la rete o abbozzo del piano. In ciò consistono le 
operazioni geodetiche. 

Sia per esempio la rete triangolare ABCOE... ( fig. 188) 
nella quale supporremo noti i tre angoli d’ ogni triango- 
lo, ed uno dei lati di questa rete: il lato GII per esem- 
pio considerato come base. Risolvendo il triangolo FGH , 
di cui si conoscono gli angoli ed un lato , si otterrà la 
lunghezza FG che si prenderà per base del .secondo 
triangolo EGF. Essendo questo pure risoluto, si passerà 
al calcolo dei lati del terzo triangolo EOF, quindi al 
calcolo dei lati del quarto triangolo DCE, e così di seguito. 

Si prescrive la misura dei tre angoli d' un triangolo 
onde potere scoprire gli errori delle osservazioni. Rare 
volte pertanto, questi tre angoli tbrmano una somma 
eguale a due angoli retti ; ma quando la dilTerenza è 
poco sensibile, si ripartisce in terzo sopra i tre angoli 
dei quali si tratta , e cosi ne sparisce l’ errore. Questa 
ripartizione deve sempre l'arsi avanti di risolvere i triangoli. 

245. Invece di formare così un abbozzo di pianta, è 
meglio non trattandosi d’ un’ esattezza rigorosa , di proce- 
dere nel modo seguente. 

Siano ( hg. 189 ) ..4 , if , C, D, F , G , /f, L , i punti prin- 
cipali d’un piano; punti rappresentati da segnali convenien- 
temente stabiliti facendo la ricognizione d’ un paese, o da 
torri e campanili che si possano comodamente scorgere. 

Si disegneranno a vista tutti questi oggetti sopra un ab- 
bozzo destinalo a contenere le diverse misure che si • 

prenderanno nel corso dell’operazione, e ci si tracccrà la 
base A 8 dalle cui estremità si vede la maggior parte dei 
punti A, B, C...., procurando tuttavia che questa base 
non sia troppo piccola riguardo alla sua distanza ai punti 
visibili. 

Si misureranno quindi al punto A col grafometro, o 
meglio anche col circolo ripetitore, gli angoli CAB, 

DAB, HAB , FAB, BAG. Usando il graibmetro, convie- 
ne per una maggiore precisione e facilità , dirigere il 
canocchiale fisso sul punto B , e successivamente condurre 
il canocchiale mobile su’ punti C , D , H, F , G. Essendo 
fatte queste osservazioni alla prima stazione A, si anderà 
a farne delle simili alla seconda stazione B , cioè si pren- 
deranno gli angoli CBA , DBA, UBA, FBA , GBA. Si 
misurerà finalmente la base AB , due volte almeno ; e la 
media fra tutte le lunghezze ottenute ( n.® 97 Aritmetica ) 

Corso di Matt. T. III. 5 
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prrst* rolla niedcAinia attenzione, sar^ la lungliezza di 
i] li està liiise. 

In questa guisa si Tede che si conosceranno in ogni 
triangolo ACB^ ADB^ ec...., un lato e gli angoli adiacenti; 
si calcoleranno dunque lacilmente le distanze AC ^ CB , 
AD , DB, , mediante le quali, e la base AB , si determi- 

neranno quindi sul disegno al pulito , e secondo la scala 
adottata , le posizioni respettive dei punti A , B , C , D , 
H, G, F (n.“ 85), quando non si vorrà lare uso del 
riportatore (n.° 115). 

Rimangono a porsi sulla carta i punti JT ed £ che non 
si sono potuti vedere dal ^unto A , ma che possono ve- 
dersi dai punti B ed H. Si considererà perciò la distanza 
BH come una nuova base che servirà per collegare que- 
iti nuovi punti al primo sistema , osservando gli angoli 
KHIi, LHB, KBff , LBff; perchè allora pure si conosce- 
i;anno nei triangoli KHB , LBH due angoli ed un lato. 
£ chiaro non essere necessario il misurare la distanza 
BH, atteso che essa viene somministrata dalla risoluzione 
del triangolo AIIB. 

Quando la triangolazione del paese è fatta , si procede 
alle operazioni dei particolari siccome tosto insegneremo, 

246. Una pianta è orientata allorquando si conosce l’an- 
golo che una delle sue linee principali fa col meridiano 
terrestre, perchè cosi si può assegnare il luogo che gli 
oggetti occupano riguardo ai quattro punti cardinali. Un 
mezzo facile per ottenere quest’angolo, è quello, in una 
bella nottata , di dirigere il canocchiale superiore dello 
strumento sulla stella polare, dopo averne disposto il 
lembo verticalmente come per prendere una distanza allo 
zenit. Si lascia l’ istrumcnto esattamente in questa posi- 
zione , e al fare del giorno , si fa mettere un segnale un 
poco più lungi dal luogo d’ osservazione , in modo che 
si trovi nell’asse ottico del canocchiale ridotto aH’orizzoti- 
zonte. Si osserva quindi l’ angolo fra questo segnale ed 
uno degli oggetti del terreno rappresentato sulla carta. 
Quest' angolo che chiamasi azimut fa conoscere la dire- 
zione dei lati dei triangoli rapporto al meridiano terrestre. 

La stella polare non csscnilo perfettamente situata al 
polo del mondo , è necessario , per maggiore esattezza , 
osservarla al momento stesso in cui essa è sul meridiano. 
Si è veduto che questo momento arriva all’ incirca, quando 
questa stella è sul medesimo plano verticale colla prima 
delle tre stelle della costellazione dell’ ors/x maggiore, la 
più prossima del quadrilatero ossia del carro. Cosi con 
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un filo a piombo sapremo quando avr& luogo questa cir- 
costanza. 

247. Non è sempre possibile il situare il circolo al cen- 
tro medesimo della stazione, ma si fa in modo d’ allon- 
tanarsene il meno possibile , affinchè 1’ angolo misurato 
pochissimo differisca dal vero. Ecco con qual metodo si 
riduce al centro di stazione un angolo osservato , quando 
questo centro è visibile ed accessibile. 

Sia C (fig. 189) il centro della stazione, ed O quello 
dello strumento o il vertice dell’angolo osservato vi- 
cinissimo al punto C ; si domanda il valore dell’ angolo 
ACB , eh’ è la riduzione del primo. 

Facciamo i dati : 

A0B = 0;B0C=zy, CO = r-, BC =.G -, AC — lì -, 
e l’angolo incognito ACBzzzC. 

Siccome 1’ angolo esterno d’ un triangolo è eguale alla 
somma dei due interni opposti ( n.° 43 ) , si ha per rap- 
porto al triangolo lAO. 

AIB = 0 + lAO. 
c per rapporto al triangolo BIC , 

AIB = C -f CBO ; 

eguagliando questi due valori d’ una medesima quantità , 
si ottiene 

C=0 + lAO—CBO; 
da un altro canto si ha ( n." 221 } 



sen. CAO = , sen. CBO = : 

iJ Cm 



ma gli angoli CAO, CBO essendo sempre piccolissimi, 
i loro archi possono essere presi per i loro seni ; dunque 
allora 



UO = , CBO = ; 



e siccome quest’ archi devono essere espressi in secondi 
nella pratica, bisogna moltiplicare i loro valori per il 
2000000 “ „ . , 

rapporto — R , indicando n la semicirconferen- 

7T 

za d’un circolo il cui raggio è T unità, e 2000000’ essen- 
do il numero dei secondi centesimali contenuti in questa 
semicirconferenza, o ciò che torna lo stesso, espri- 
mendo il numero dei secondi contenuti in un arco la cui 
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lunghezza c eguale a quella del suo raggio. Dietro questa 
considerazione , 

C _ 0 = /I » - R « . 

Per fare uso di questa formula , si avrà riguardo ai 
segni di sen. (O-hx) ^ y i quando l'ango- 

lo 0 -j-y, o r angolo y sarà compreso fra 0° e 200° il suo 
seno sarà positivo ; al contrario egli è negativo se oltre- 
passa i 200 gradi. 

L’ angolo y si chiama 1’ angolo di direzione ; egli è 
quello sotto cui compariscono il centro di stazione e 
r oggetto a sinistra si conta sempre da 0° fino a 400°. 
La distanza D è quella del luogo d’onde s’osserva l’og- 
getto a destra, e la distanza G è quella del medesimo 
luogo all’ oggetto a sinistra. Serve conoscere queste di- 
stanze a (gualche diecina di metri all’ incirca , quando 
sono considerabili : ina la piccola distanza r al centro 
dev’essere diligentemente misurata. L'angolo / può pure 
essere noto per approssimazione. 

Per applicare la formula ad un esempio , sia 

L'aogolo osservato 0 = 48", 756; l'angolo di direxione y = 294",1 . 
La distanza al centro r= 3>n,257, J) = 17500<’‘, G = 20300°<. 
si avrà per 

1.° termine della correzione. 2.° termine, 

log. ii"= 5,80388 

log. r = 0,5(282 ' 



+ 6,3(670 — 6,3(670 

log. Ben. (O +y) — 9,893(0 log. len. y — 9,99807 

c. log. Z) 5,75696 c. log. G 5,69250 

— 92",6: —(,96676 +(0(",7{ + 2,00727 

(." termine — 92 ,6 

Cosi la riduzione è + 9",( 

Ma r angolo osservato =' 48",7560,0 

Dunque 1' angolo ridotto al centro = 48°,7569,( 

Si è determinato il segno d' ogni risultato parziale , 
avendo riguardo alla regola dei segni osservata nella mol- 
tiplicazione ( n.° 32 Algebra ) ; cosi quando i fattori ne- 
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pativi sono in numero dispari, il prodotto dev’essere af- 
Ictto dal segno meno ; segue il contrario quando i fattori 
negativi sono in numero puri. 

248. Accade pure spessissimo che gli oggetti sono sen- 
sibilmente al disopra o al disotto dell’orizzonte della sta- 
zione; allora gli angoli fra questi oggetti sono talmente 
inclinati, che non può farsene astrazione, essendo co- 
stretti a disporre il lembo dello strumento nel piano in- 
clinato degli oggetti. 

Siano ( 6g. 190) y/ , 5, C, tre punti disugualmente 
lontani dal piano orizzontale A'B'C. Se dai punti B eà A 
si abbassano su questo piano le perpendicolari BB\ AA\ 
l’angolo sarà la rappresentazione orizzontale dell’an- 

logo ACB inclinato. Per avere gli elementi della riduzione 
di quest’angolo, osserveremo le distanze al zenit dei punti 
A e B. Sia za=zS\a distanza al zenit del punto A ; 
zi) = <?' la distanza al zenit del punto B, ACB C l’angolo 
osservato, e C la sua rappresentazione orizzontale A'CB'; 
si avrò questa rappresentazione mediiintc la formula se- 
guente , dimostrata al n." 224. 



C 






- c-V-J-f 



^). sen.(^-^^'-_<r). 



sen. 



sen. 



Cioè ebe il seno della metà dell’ angolo ridotto, è eguale 
alla radice quadrata del prodotto dei seni delle differenze 
delle due distanze al zenit alla semisomma dei tre angoli 
osservati, diviso per il prodotto dei seni delle medesime 
distanze allo zenit. 

Per fare un’ applicazione di questa formula supporremo 
che J=86® 25'; = 85® 40' e che l’angolo C = 65® 45' 60". 

Si avrà 

^ ^ =118® 55' 30" 118® 55' 30', 

« 

ed a causa di 

J = 86® 25' f = 85® 40' 

ne segue che 

= 32® 30' 30";^Ì^Ìi — d' = 33® 1 5' 30* . 
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70 CORSO SI H ATTEMATICBE. 

Operando adesso coi logaritmi troTeremo indicando 

r C-|- J-|- J* 

per — la semisomma — — , 

A A 

log. sen. I J = 32®, 303 I 9,6865639 



log. sen. I J'= 33», 153 | 9,6968322 

A 

compì, aritm. log. sen. d 0,0102095 

compì, aritm. log. sen. i‘ 0,0115224 



Somma 1 9,405 1 280 

dunque (n.® 1 62 ^Igeb.) log. sen. { C' s= 9,7025640=33*6392. 
dunque la rappresentazione C dell’ang. C = 67® 27' 84". 

Questo calcolo diviene inutile allorquando si fa uso 
d’un circolo guarnito di canocchiali a nocella ( n.° 228). 

249. I metodi che qui sopra abbiamo indicati per met- 
tere a pulito l’abbozzo d’ una carta, non sono quelli che 
procurano la maggiore esattezza possibile, perchè la po- 
sizione d’ un punto dipendendo essenzialmente da quelle 
degli altri punti già posti , accade che un errore commes- 
so nella determinazione grafica d’ uno di questi punti , 
influisce su quella di tutti gli altri punti susseguenti. Ma 
fissandogli per mezzo delle loro distanze alta meridiana 
del luogo principale ed alla sua perpendicolare , si ren- 
dono le loro posizioni indipendenti le une dalle altre. 
Questo nuovo metodo esige allora che si calcolino le di- 
stanze delle quali si tratta, per mezzo dei triangoli e del- 
r azimut osservati. 

Per fissare 1’ idee su questo particolare sia y/X (fig. 191) 
la meridiana del luogo X ed JF la sua perpendicolare , 
e suppongbiamo che i triangoli AMM\ AmM’,ec. faccia- 
no parte d’ una rete trìgonometrica ; si domandano le 
coordinate dei punti m , M, M\ ec.... vale a dire le distanze 
Ap , pm\ AP, PM-, AP', P'M'i ec. Se l’angolo mAP è 
r azimut osservato , è chiaro che tutti i triangoli saranno 
orientati , e che facilmente si conosceranno gli altri azi- 
mut MAP, M'AP', poiché gli angoli MAM\ M'Am sono 
noti. Cosi conducendo dal vertice di tutti i triangoli della 
catena, delle parallele alla meridiana ed alla perpendico- 
lare , come vedesi dalla figura , i lati di questi triangoli 
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saranno le ipotenuse dei triangoli rettangoli che si po- 
tranno risolvere col primo principio del ii.“ 219. Per 
esempio la risoluzione dei triangoli rettangoli APM, 
AP'M' darà le coordinate dei punti M, M' \ la risolu- 
zione del triangolo M'M'‘b farà pure conoscere le distanze 
bM\ e siccome le coordinate del punto M'‘, sono 
AP* , P*M^ , avremo 

AP"z=AP' —bM'i P’^M'‘ = P'M' — bM\ 

Parimente quando si saranno calcolate le distanze dM^, 
dM"', avremo 

AP'" = AP'A^dM\ P"'M"'=zP'M‘-\-dM’"-, 
e COSI del rimanente. 

Egli è così che sono state calcolate le distanze dei luo- 
gài della Francia dal meridiano, e sua perpendicolare 
càe passano per l’ osservatorio di Parigi per formarne la 
carta , e determinare le latitudini e longitudini di tutte 
le città che ne iàniio parte. 

Operazioni minute- 

250. Quando si ha per oggetto di levare una piccolis- 
sima estensione di terreno, come un campo di battaglia, 
la pianta d' una piazza di guerra, ec. non e assolutamente 
necessario lo stabilire prima un abbozzo trigonometrico ; 
ma quando si tratta di fare la ricognizione esatta d’ un 
gran paese , è impossibile il fare altrimenti. Allora I’ ufi- 
ziale incaricato di disegnare le particolarità, deve scegliere 
jb'a i lati dei triangoli, quello cui più comodamente si 
possono collegare le sue operazioni. 

DI tutti gli strumenti dei quali uno può servirsi per 
levare di pianta la tavola pretoriana , la bussola , e lo 
squadro , sono i soli dei quali indicheremo l’uso. 

Levar di pianta colla tavola pretoriana. 

251. Questo strumento, uno dei più utili per fìgurarc 
il terreno, è composto d’ una tavoletta quadrata, situata 
sopra una nocella che congiunge un tripode, è che può 
muoversi in ogni senso. Questa nocella dev’ essere d’uiia 
costruzione tale che si possa Imprimere alla tavoletta un 
moto di rotazione lento e dolce , senza tuttavia che questo 
movimento la scomponga dalla posizione orizzontale che 
deve conservare nel tempo delle osservazioni. 
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Ai line hit! opposti della tavoletta sono comunemente 
adattati due cilindri, dei quali ognuno degli assi soste- 
nuto da due chiocciole , ha un rocchetto o ruota dentata 
ad una delle sue cime: servono questi cilindri comune- 
mente a stendere e rotolare la carta a misura dell’ofe- 
razione. 

Si dìi la posizione orizzontale alla tavoletta , mediante 
una livella a bolla d’aria, o ad archipenzolo ( n.° 204). 
Con un poco d’ abitudine 1’ occhio perù supplisce a qu<sti 
strumenti. 

Siccome la tavoletta non deve unicamente servire di 
piccola tavola da disegno, si la uso per prendere le di- 
rezioni , d' un’ alidada di rame con traguardi , o caro- 
chiali a nocella: uno dei bordi di questa alidada de 
chiamasi linea di collimazione , determina sulla carta 
stesa sulla tavoletta la direzione dei raggi visuali die 

f iartono dal punto in cui uno è, e terminano agli oggetti 
imitrofi. 

252. Ci sono in generale due metodi per levare di 
pianta minutamente qualunque siasi lo strumento che si 
adotti a quest’ uso. Il primo è quello di tracciare attorn* 
allo spazio da figurare , un poligono qualunque del minor 
numero di lati possibile ; o se questo spazio è considera- 
bile , dividerlo in poligoni parziali; misurarne esattamente 
gli angoli ed i lati ; olibassare quindi delle piccole per- 
pendicolari da tutte le sinuositù del terreno sopra questi 
lati presi per base, come vedesi dalla fig. 192, e final- 
mente disegnare tutti gli oggetti racchiusi in questi 
polìgoni. 

Se lo spazio fosse un Ixisco talmente folto che impos- 
sibile riuscisse il penetrarlo , s’ inscriverebbe intieramente 
in un poligono. Le linee d’ operazione si traccerebl>ero 
al contrario nell’ interno , se questo spazio fosse un’ isola 
o un campo circondato da bosco o da palude. 

Il secondo metodo che non s’ impiega comunemente che 
quando una sola linea o base è accessibile , consiste come 
al n.° 245 a rilevare tutti gli angoli che formano , con 
questa base cognita, i raggi visuali diretti dalle sue due 
cime a tutti i punti visibili che sono tanto alla sua destra 
che alla sua sinistra: si concepisce però l’importanza 
d’ evitare gli angoli troppo acuti e troppo ottusi, perchù 
la posizione d’ un punto dato dall’ intersezione delle due 
linee è tanto più esatta, in quanto che le linee si tagliano 
meno obliquamente. 
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L' uso di questo metodo suppone clic il contorno del 
terreno sia composto d'una riunione di linee rette; Twi- 
cliè se fosse curvo ed ondeogiato , spesso non si potrebbe 
determinarne cbc un piccolo numero di punti , e biso- 
gnerebbe anche in questo caso, disegnarne a vista le parli 
che non sarebbero state determinate dallo strumento. 

253. Applicaziose del primo metodo (fig. 192) Suppon- 
ghiamo che i punti h ed \ì , estremità d’ un lato dei 
triangoli formati sul terreno , siano sulla tavoletta rap- 
presentati respettivamente da a ed li ; si propone di le- 
vare lo spazio accessibile ABCD , e d^ orientarlo rap- 

porto alla base AH. 

Si porrà orizzontalmente la tavoletta al punto y# , ed in 
modo che a gli corrisponda il più esattamente possibile; 
alla qual cosa facilmente si giungerà, sopra tutto se que- 
sto strumento è dotato d’ un movimento lento di transla- 
zionc. Dopo questa disposizione si pone l’ alidada sulla 
tavoletta , facendo coincidere la linea di collimazione colla 
retta ah tracciata sul foglio , e si fa girare la tavoletta 
sul suo pernio, fino a tanto che l’asse del canocchiale sia 
nella direzione della base jiH-, allora la tavoletta è orien- 
tala , e non deve essere rimossa 6no a tanto che si os- 
serva della medesima stazione. Si ficca quindi un ago 
verticalmente al punto a, e per rilevare l’angolo BAH 
si fa girare leggermente 1’ alidada attorno a quest’ ago , 
fino a tanto ebe si scorga nel canocchiale la biffa B , o 
qualunque altra situata sulla linea AB. Si traccia final- 
mente col lapis una linea indefinita lungo la riga e dal 
lato dell’ago, e si ottiene sulla carta la linea ab che la 
con ah 1’ angolo bah =: BAH -, purché pertanto dopo que- 
sta seconda operazione , la linea ah coincida con AH , ciò 
che imporla di verificare. 

Avanti di lasciare la stazione A , si farà misurare la 
distanza AB ; si prenderà sulla scala della pianta il nu- 
mero di metri trovato, e si porterà la lunghezza ottenuta 
in questa guisa da a in ù.'Si faranno inoltre misurare le 
parti della linea AB , come pure le piccole perpendico- 
lari abbassate dai punti della curva sopra questa linea , 
e si riporteranno sul piano, siccome si e riportata la li- 
nea intiera AB. Se si è operato bene, bisognerà che tutte 
le distanze parziali Ax , xy.... siano eguali ad AB. Quando 
la curva Ax'y'... B serpeggia molto , e necessario di mol- 
tiplicare , per quanto è possibile le perpendicolari xx' , 
yy...y ed è comodo in questo caso il renderle cquidistan- 
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ti. Per abbassare queste perpendicolari , si fu uso della 
buisola o dello squadro ( n.' seguenti]; d’ altronde quan- 
do sono molto corte , se ne giudica assai bene a vista la 
loro direzione, ma quando i punti x' , y' , sono molto 
lontani dalla linea AB , si possono determinare culla ta- 
voletta col secondo processo prendendo AB per base. 

Lasciando la stazione A, ci si ficcherà una biffa , e si 
anderà a porre la tavoletta orizzontalmente al punto B ; 
procurando dopo avere tolta la biffa B di fare convenire 
il punto b del plano con quello dì cui si tratta. Si orien- 
terà di nuovo lo strumento , o ciò eh’ è lo stesso , si ren- 
derà la sua nuova posizione parallela alla prima ; e per 
questo si metterà, come precedentemente, il Ijordo del- 
l’alidada sulla linea ab ; si farà quindi girare la tavolet- 
ta , fino a tanto che l’ asse ottico del canocchiale o dei 
traguardi passi per la biffa A. In questa guisa la tavoletta 
Sara orientata. Per rilevare quindi 1’ angolo ABC , si farà 
girare la linda attorno 1’ ago b , e quando il raggio vi- 
suale passerà per la biffa C , si avrà sul piano la dire- 
zione bc corrispondente a BC , conseguentemente abe sarà 
eguale ad ABC. 

É importantissimo il verificare ad ogni stazione le sue 
operazioni ; cosi senza muovere la tavoletta , si metterà 
il bordo deir alidada sopra la linea bh , e se non si c 
commesso errore sulla misura di AB, o nell’ orientarne lo 
strumento , bisognerà che l’ asse ottico del canocchiale o 
dei traguardi passi nel medesimo tempo per il punto H 
del terreno. Nel caso io cui (questo punto fosse invisibile, 
si dirigerebbero dei raggi visuali sopra altri punti co- 
gniti e già rappresentati sulla pianta. Nella stessa guisa 
si continuerà a levare il rimanente del contorno della 
fig. ABC .... , e sarà un’ ultima prova della precisione del- 
r operazione intiera , se dopo avere orientato la tavoletta 
in £, il raggio visuale eb coincide esattamente colla linea 
di direzione EB. 

234. Abbiamo prescritto di misurare tutti i lati del po- 
ligono, e ciò deve farsi a rigore per ben figurare il con- 
torno Ax'y'. . .B \ ma quando le linee AB, BC... sono i 
limiti stessi del terreno, e che senza inconveniente si può 
sacrificare qualche cosa della precisione geometrica , basta 
la misura d’ una sola base. 

Infatti se dopo avere determinata da una parte la lun- 
ghezza della linea ab, e dall’altra l’angolo abcz=iABC, 
si va in C, se si fa corrispondere la linea bc del piano 
colla linea BC del terreno per orientare la tavoletta , e 
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che avendo ficcato nn ago in < 2 , si faccia muovere un’ali- 
dada attorno a cmello , fino a tanto che il raggio visuale 
pervenga alla bilia in , la linea di collimazione taglierà 
la retta indefinita bc in un punto c , che sarà sulla carta 
la posizione della stazione C. 

Per determinare adesso il punto si faccia prima con- 
venire il punto c con quello che la biffa C occupava , e 
si guardi se la tavoletta è bene orientata ; si cerchi quindi 
coll’ alidada la direzione della linea c<i , mirando in D, 
quindi dopo essersi trasportati in , ed averci orientato 
r istrumento, si faccia come precedentemente girare l’ali- 
dada^ intorno al punto a. Quando il raggio visuale passerà 
per il punto A , il bordo della riga taglierà la linea cd 
in un punto d che sarà quello che si cercava , e così di 
seguito. 

Abbiamo supposto in quello che precede, ch’era neces- 
sario di collegare le particolarità coi punti preventivamen- 
te dati dalla triangolazione j e già riportati sulla carta; 
ma quando si ha unicamente per scopo di figurare isola- 
tamente una piccola estensione di terreno, il primo punto 
a può essere preso arbitrariamente sulla tavoletta ; e se si 
vuole quindi orientare il piano rapporto ad un meridiano 
terrestre , si fa uso del declinatore come segue. 

255. Del declinatore. Ognun sa che una punta dell’ago 
calamitato , messo in equilibro sopra un pernio, si dirige 
verw il nord , e che la declinazione di queaV ago , adesso 
occidentale, è a Parigi di circa 22“ j (divisione sessagesi- 
ma ). Quest’ ago è racchiuso in una scatola rettangolare , 
nel cui fondo trovasi una linea denominata nord-sud, pa- 
rallela ad uno dei suoi lati. A questo strumento si è da- 
to il nome di declinatore, perchè si usa per conoscere 
1 angolo che una linea tracciata sul terreno fa col meri- 
diano magnetico. Supponghiamo per esempio che sia d’uo- 
po marcare sul piano la direzione del meridiano terrestre; 
si_ orienterà prima la tavoletta come precedentemente si 
disse , cioè si farà convenire la linea ab della pianta colla 
sua corrispondente AB : si poserà quindi il declinatore 
sulla tavoletta fissata, e si farà girare fino a tanto che le 
due punte dell’ ago calamitato cadano sulla linea nord-sud. 
Ottenuta questa coincidenza , si tirerà col lapis una linea 
lungo uno dei lati lunghi del declinatore, linea che sarà 
per conseguenza parallela all’ ago ossia al meridiano ma- 
gnetico. Per avere quindi il vero meridiano terrestre, non 
si tratterà che di tracciare una nuova linea , che faccia 
colla prima un angolo eguale alla declinazione dell'ago; 
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ma se nno si propone soltanto di ri^ndere tutte le posi- 
zioni della tavoletta parallele fra loi-o , io qualunque pun- 
to del piano si operi , si vede chlaraincnte che farà di 
mestieri girare la tavoletta sul suo pernio, alhochè l’ago 
del declinatore copra di nuovo la linea nord-sud, suppo- 
sta ili principio parallela alla linea rappresentante sulla 
carta il meridiano magnetico. A rigore questo parallelismo 
non sarà mai perfetto , non solamente perchè la declina- 
zione dell’ ago calamitato varia spesso da un luogo ad un 
altro , e qualche volta anche nel medesimo luogo , nelle 
diverse ore del giorno , ma inoltre perchè i meridiani 
magnetici sono linee che concorrono verso il polo. La 
prossimità delle materie ferrigne è pure una delle cause 
di deviazione nell’ ago. Cosi non ostante che molto si ac- 
celeri Il levar di pianta orientando la tavoletta col decli- 
natore, è meglio orientarla a punt’ addietro , siccome già 
ahliiamo insegnato. 

256. Applicazione DEL SEcoRDo metodo. (6g. 193) Super- 
fluo sarebbe l’entrare in molte discussioni relativamente al 
modo di Rssare I punti d’una pianta per mezzo d’interse- 
zioni , in quasi nulla essendo diverso da quello già adot- 
tato per la triangolazione. CI limiteremo adunque ad os- 
servare che se non si potesse misurare che la sola linea 
jiE , e che bisognasse pertanto prendere i punti all’ in- 
torno BCDF . . . uno si collocherebbe in A per orientarci 
la tavoletta se fisse necessario , o si tirerebbe sulla carta 
stesa sullo strumento una linea ue , cui si darebbero tan- 
te parti di scala quanti metri contiene AE. Si farebbero 
resuettivaraente corrispondere II punto a , e questa linea 
colia stazione A e la base AE,e successivamente si diri- 
gerebbe r alidada girando attorno II punto a su’ diversi 
oggetti B, C, F..., onde ottenere i raggi ab, ac, af...; 
si anderebbe quindi al punto E a ripetere le medesime 
operazioni die si sono fatte al punto A , cioè si determi- 
nerebbero i raggi eb , ec , ef, i quali colla loro interse- 
zione coi primi finirebbero di determinare i punti b, c,f; 
allora il piano abef sarebbe simile alla Bguia del terreno 
ABCF , o per parlare più esattamente, abef sarebbe la nip- 
prcsentazione perpendicolare di ABCF. In quanto al pun- 
to Z?, che trovasi quasi nella direzione di , si determi- 
nerebbe pure per intersezione, prendendo però ec per base. 

Sarebbe con questo mezzo facilissimo , lo stabilire il 
primo abbozzo d’ un piano, e bgurarne pure tutte le par- 
ticolarità indipendentemente da qualunque rete trigono- 
metrica : ci sarebbero perù molti iiicoiivenieiiti accorda ndo 
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troppo confidenza alla tavoletta , la cui precisione in ve- 
run caso , non può eguagliare quella degli strumenti im- 
piegati per la determinazione geometrica dei punti lòiida- 
nientali d’ una carta. 

257. Uno dei problemi importanti che si presentano 
frequentemente nel levar di pianta minutamente, consiste 
nel determinare sopra un piano la posizione, d’ un tal 
punto che si vorrà del terreno, purché tuttavia da questo 
punto si vedano gli oggetti la cui posizione sia già nota. 
Ecco come si risolve colla tavoletta. ( fig. 194) 

Supponghiamo che i tre punii A,B,G, siano dati sul 
piano che copre la tavolella ; si domanda di Jìssarci la 
posizione del punto D. 

I. Caso. Si attaccherà sulla tavoletta un foglio traspa- 
rentissimo ; ed intorno al punto d preso a volontà, ma 
corrispondente a D , si farà girare l’ alidada per porla 
successivamente nella direzione dei tre punti B, C Trac- 
ciate sul foglio trasparente le rette indefinite da, db, de, 
esse formeranno fra loro i medesimi angoli delle rette DA, 
DB , DC. Ciò fatto si staccherà questo lòglio, e si dispor- 
rà sulla pianta in modo da non tare cattive pieghe , e che 
le tre rette da, db, de passino respettivamente per 1 pun- 
ti a, b , c, dati su questa pianta. Quando questa circo- 
stanza avrà luogo , il punto d , sarà posto riguardo agli 
altri a ,b,c , siccome il punto D del terreno lo è riguar- 
do ai punti A , B, C. Bisognerà dunque calcare il punto 
d sulla pianta della quale si tratta. 

Mancando di carta trasparente , prese ab e bc come cor- 
de , si descriveranno degli archi di circolo adb , bdc , re- 
spettivamente capaci degli angoli osservati bda,cdb (n.“ 96), 
c questi archi si taglieranno in un punto d, che sarà il 
punto ricercato. Questo punto sarà molto meglio deter- 
minato in questa guisa che col processo precedente, so- 
pratutto se gli arclii di circolo dei quali presenta 1’ in- 
tersezione non si tagliano troppo obliquamente. Nel caso , 
pertanto, in cui i quattro punti a,b,c, d fossero sopra 
una medesima circonferenza, questa determinazione non po- 
trebbe più avere luogo coll’ ajuto dei soli punti A, B, C, 
poiché questi due archi si conlbndcrchhcro. Cosi bisogne- 
rebbe, per rimediare a quest’ inconveniente combinare due 
dei punti A, B, C, con un quarto punto noto. 

Si concepisce quanto sia utile questo problema per fissa- 
re in poco tempo, sopra una carta militare poco minuta, 
le diverse posizioni cue da un esercito vengono occupate. 
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IL Caso. Supponghiamo adesso che dal punto della 
stazione D , non si scorgano che i due punti A , B dati 
sul piano , m a e b ; si domanda di determinare la po- 
sizione del punto D , conoscendo d" altronde sulla tavo- 
letta la direzione della retta ab riguardo al meridiano 
magnetico. 

Si orienterà perciò la tayoletta col declinatore (n.° 254] ; 
si mirerà quindi successWamente su’ punti A e B, facendo 
passare 1’ alidada per i punti corrispondenti a , b della 
pianta, ed il punto cercato d sarà l’ intersetione dei due 
raggi da , db , se tuttavia la declinazione dell' ago cala- 
mitato è costante, ciò eh’ è eyidente ; ma a causa della 
sua yariabilità, questa soluzione , per quanto estremamen- 
te semplice , è raramente tanto esatta (guanto una delle 
precedenti. Ecco anche il perchè, in simil caso, gl’ inge- 
gneri non impiegano il declinatore che il meno possibue. 

Levar di pianta colla bussola. 



258. La bussola è un istrumento che non ostante la sua 
imperfezione , presenta all’ ingegnere più vantaggi d’ ogni 
altro , per levare con prontezza tutti gli oggetti destinati 
a riempire ed ornare le piccole masse figurate colla tavo- 
letta , o per fare delle ricognizioni militari. 

Questo strumento è composto come il declinatore d’ un 
ago calamitato in equilibro sopra un pernio estremamente 
sottile, e racchiuso in una scatola quadra, il cui fondo è 
guarnito d’ un cerchio di metallo diviso in 360 gradi o in 
400 della nuova misura, egli è anche utile che questo cer- 
chio sia diviso in mezzi gradi. In fondo alla scatola sono 
indicati i quattro punti cardinali , e la linea nord-sud coi 
numeri 0°, 200° parallela ad uno dei lati della scatola. 
Ad uno di questi medesimi lati è adattata un’ alidada a 
traguardi o a canocchiale , che può prendere tutte le in- 
clinazioni possibili riguardo ali’ orizzonte, senza pertanto 
muoversi in un piano altro che quello eh’ è perpendico- 
lare al contorno graduato. La bussola è mobile sopra una 
nocella posata sopra un trepiede , e si può levarla dalla 
scatola per servirsene di declinatore. 

Quando si osserva colla bussola , bisogna dargli la posi- 
zione orizzontale , e guardare costantemente dal medesimo 
lato per evitare ogni sbaglio ; cioè condurre sempre l’ali- 
dada alla sua sinistra , o alla sua destra. Si contano (quindi 
ì gradi consecutivamente da 0°, fino a 400°. Ben inteso 
che guardando a traverso l’alidada , si deve prendere per 
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oculare il piccolo foro eli’ è alla sua cima, e per obietli- 
vo la linguetta corrispniulente. 

La maggior parte delle bussole antiche sono graduate 
da una parte e dall’ altra della linea nord-sud , dallo 0°, 
fino a 180°. Si è allora costretti d’indicare sull’ abbozzo 
se r angolo osservato è all’est o all’ ovest della linea 
nord-sud della bussola : questa diligenza è tanto più ne- 
cessaria , in quanto che senza fare ciò sarebbe impossibile 
il mettere la pianta al pulito. L' altro sistema di gradua- 
zione è dunque preferibile. 

Avremmo poco da dire sull’ uso della bussola , perché 
tutto quello che precede trova qui la sua applicazione, 
ma perchè gli alunni possano meglio giudicare dell’ ana- 
logia cb’ esiste , per certe cose, ira questo strumento e la 
tavoletta orientata col declinatore, risolveremo di nuovo i 
due problemi precedenti. 

259. Levar la pianta del polìgono ABCDEF , di cui 
tutti i punti sono accessibili. ( Cg. 193) 



Si porrà la bussola orizzontalmente al punto d , e sì 
farà girare sul suo pernio , fino a tanto che il punto B 
sia nella direzione del traguardo , o dell’ asse ottico del 
canocchiale. L’ ago dopo il suo moto d’oscillazione , pren- 
derà la direzione nord ; cosi contundo secondo l’ ordine 
naturale dei numeri di divisione , il numero di gradi com- 
presi dal raggio visuale AB , o ciò che torna lo stesso , 
dallo zero della linea nord-sud fino alla punta boreale 
dell’ago, avremo la misura dall’angolo formato dalla di- 
rezione AB e dal meridiano magnetico. 

Quando le misure prese sul terreno non sono immedia- 
tamente riportate mediante scala o riportatore ( n.® 101 e 
113) si forma lo schizzo della pianta su cui si scrivono 
tutte le misure; ma qualche volta per evitare la confu- 
sione, si registrano da parte gli angoli osservati al mede- 
simo punto , e si mettono allora delle lettere o dei nume- 
ri per indici , onde ritrovarcisi nel metterla al pulito. 
.Suppongbiamo che abe sia lo schizzo di cui si trutta , si 
scriverà dunque al punto a il numero dei gradi trovati 
alla stazione A , e supponendo che ab rappresenti la di- 
rezione AB, si scriverà pure su questa linea il numero 
dei metri contenuti in AB. Si porrà parimente la bussola 
orizzontalmente al punto i? , e si osserverà 1’ inclinazione 
della retta BC , procurando di scriverla al punto b del 
primo pensiero. Si continuerà nella stessa guisa , lino a 
che si sia tornati alla prima stazione A. 
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Uno dei mezzi d’ assicurarsi che non ci sia corso errore 
notabile nella misura degli angoli, si è quello di vedere 
se gli angoli interni del poligono formano insieme tante 
volte due angoli retti quanti sono i suoi lati meno due 
( n.° 44 ) ; ma come conoscere ognuno di questi angoli , 
poiché non sono stati osservati immediatamente ? La ri- 
sposta a questa questione è facile. Le direzioni dell’ ago 
calamitato essendo supposte parallele per tatti i punti 
della pianta , l’ angolo abe per esempio , sarà eguale ad 
nabr\-s'bc\ ma nd^ = 400“ — 355®=45“; ed f'Ac=:309“ 
■ — 200°= 109“: dunque «6e = 45°-^ 109°= 154°; cosi per 
gli altri angoli. 

In quanto alla verificazione dei lati , non potrà farsi che 
costruendo il poligono per mezzo del riportatore e della 
scala della pianta ; si vedrà allora se la figura sì chiude. 
Per effettuare questa costruzione nel modo il più sempli- 
ce e più esalto , si condurranno sulla carta molte linee 
parallele che rappresenteranno la direzione dell’ ago cala- 
mitato , c serviranno a determinare la posizione del ri- 
portatore su diversi punti della pianta. 

S’ impiega ntiimcntc il metodo precedente per levar di 
pianta il corso dei fiumi, le sinuosità delle strade, i con- 
torni dei piccoli possessi , i ceppi di case , in una parola 
le minutaglie che non potrebbero che difficilmente e len- 
tamente essere prese culla tavoletta ; a misura però che 
si disegna a vista e per mezzo della bussola, bisogna ri- 
portare sulla tavoletta le particolarità che se ne sono ot- 
tenute, per essere nel caso di fare le verificazioni neces- 
sarie , e meglio esprimere la forma del terreno che si ha 
ancora sotto gli occhi , e di cui perfettamente si conserva 
la memoria. Egli è anche necessario di terminare ogni 
sera il disegno coll’ inchiostro della china , per non per- 
dere quello eh’ è stalo disegnato. 

260. Siccome tutti i meridiani magnetici possono, in 
un piccolo spazio , essere riguardati come paralleli , ne 
segue che non è assolutamente necessario il fare delle 
stazioni al vertice d’ ogni angolo del poligono da levare. 
Si può per esempio dispensarsi dall’ osservare in B, perchè 
conoscendo 1’ inclinazione di BC sul meridiano sV, si avrà 
quello di questo medesimo lato rapporto al meridiano di 
£. Infatti , gli angoli interni del medesimo lato essendo 
supplementi l’uno dell’altro, ( n.' 29 e 2f4), il numero 
dei gradi trovati al punto C , differisce da quello che si 
sarebbe ottenuto al punto £ , di 200° ; così quando nella 
costruzione della figura, si vuole determinare al punto 1» 
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la direzione di bc mediante l’osservazione fatta in e, bi- 
sogna prendere sul quadrante il numero diametralroenle 
opposto a quello che si è trovato iti C ; si diminuisce in 
questa guisa il numero delle stazioni. 

Risulta anche dall’enunciata proprietà , che si può con- 
durre da un punto qualunque B una parallela all.i linea 
AC. Si osserverà perciò in A I’ inclinazione della linea 
AC, e quindi si metterà la bussola al punto B, precisa- 
mente nella medesima posizione che al punto A. Allora 
1’ alidada Bx sarà parallela alla linea AC. Apparisce anche 
chiaramente come bisognerebbe fare per condurre una 
perpendicolare ad una linea , da un punto dato sopra 
quella o altrove. 

261. Dati due punii A, B del terreno sulla carta in 
a e h, e di più essendo nota la direzione dell’ago cala- 
mitalo rapporto alla retta ab, determinare sopra questa 
carta la stazione M. ( 6g. 196) 

Si misureranno in M le inclinazioni dei raggi visuali 
MA, MB, rapporto al meridiano maj’netico, e sulla carta 
ab si tracceranno , per mezzo del riportatore , le linee 
meridiane sn , s'n'... Ciò fatto , per hssare l’ inclinazione 
di am riguardo ad sn, si prenderà come precedentemen- 
te il numero diametralmente opposto a quello che si è 
trovato in M. Lo stesso si farà per la linea nb j e V in- 
tersezione m di queste due linee sarà il punto richiesto. 

Se si conoscessero più di due punti , converrebbe per 
veri6care 1’ operazione , condurre altri raggi visuali , e 
determinarne pure la direzione sulla carta ; questi nuovi 
raggi passerebbero pure per il punto m , meno che ci 
fosse errore nella prima operazione o in una delle sne- 
cessive. 

Fra gli altri processi, quello che abbiamo esposto può 
servire a marcare sopra una pianta in parte già levata , i 
diversi punti della cresta delle montagne , la posizione dei 
monticelli , l’origine c fine delle pendici, ec. Pertanto 
queste determinazioni geometriche non bastano , bisogna 
anche, per fare meglio scorgere le diverse forme del ter- 
reno , indicare con un tratteggio leggero fatto colla pen- 
na , il senso delle linee di maggior pendio, cioè uelle 
curve che tracciano sulle pendici delle montagne e sopra 
I piani inclinati , le acque , ed in generale tutti i corpi 
soggetti alla legge di gravità , oppure marcare con tratti 
continui le sezioni orizzontali equidistanti o curve di 
livello , determinate dalle livellazioni, e colle quali è pos- 
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sibilc il rappveseu tarsi nel modo il più naturale tutti gli 
accidenti del terreno. In una parola , conviene eseguire 
con gusto e pulizia , secondo le regole del disegno dMmi- 
tazione e le convenzioni stabilite , tutto quello ebe deve 
comporre una carta topografica la cui utilità è riconosciuta. 

Ltvar di pianta collo squadro. 

262. Lo squadro in generale è poco comodo per levare 
la pianta d’ un t.'rreno molto irregolare e molto coperto, 
se ne può ^rò far uso in un paese piano che non pre- 
senta quest’ inconveniente. 

Quest’ istrumeiito è per il solito , un circolo di rame 
di 9 a 10 centimetri di raggio, diviso in quattro parti 
eguali da due linee che si tagliano ad angoli retti , ed 
alle cui estremità si alzano perpendicolarmente al lembo 
quattro traguardi ribaditi o fissati con viti. Si aggiusta lo 
squadro come la bussola sopra un treppiede, e si osserva 
come colle alidade delle tavolette. É importantissimo quan- 
do si opera che i traguardi siano tutti quattro perpendi- 
colari all’ orizzonte j poiché altrimenti la retta che si fa- 
cesse tracciare sopra un terreno a scesa , nella direzione 
dei due traguardi obliqui , avrebbe una falsa direzione , 
siccome è tacile il convincersene. 

Quando si leva la pianta d’un campo collo squadro, si con- 
duce nell’interno c nel senso della lunghezza una retta che 
si chiama base o direttrice. Si abbassano da tutti gli angoli 
del perimetro , delle perpendicolari su questa base. Si 
misurano queste perpendicolari colla catena o doppio me- 
tro , o anclie al passo se non si vuol dare che la figura 
all’ incirca del terreno, e si misurano parimente tutti i 
segmenti della base. Risulta da ciò che il terreno è de- 
composto in triangoli , trapezi! , o rettangoli , e che facil- 
mente se ne può deduire l’ estensione superficiale , e 
metterlo al pulito col metodo del n.® 100. 

Se si trattasse di misurare un terreno il coi interno 
fosse inaccessibile , ma che il contorno ne fosse libero, gli 
si circoscriverebbe un triangolo, un rettangolo oppure un 
trapezio, o finalmente ogni altro poligono ad angoli retti. 

Ecco adesso come si trova , collo squadro , il piede delle 
perpendicolari che si vogliono abbassare sopra una linea. 
Per determinare, per esempio, ( fig. 174) il punto i> , 
ove raderebbe la perpendicolare abbassata dal vertice del- 
r angolo B sulla nase AC , si porrà il centro dell’ istru- 
mento nelle vicinanze di D , dirigendo due dei traguardi 
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sulla direzione /4C, e vedendo se il punto B si trova nella 
direzione degli altri due traguardi ; a meno però d’ un 
caso particolare , questo punto sarà o alla destra o alla 
sinistra di questa direzione. Se per esempio egli è a si- 
nistra, si tirerà indietro per approssimazione lo strumento 
verso il punto A , c se ne ricomincerà la vcrifieazionc. 
Dopo alcune prove sìmili , il centro dello strumento si 
troverà in D. 

263. Non parleremo del levar di pianta a vista, perchè 
non può acquistarsene la pratica in questo genere se non 
si ha quella degli strumenti (1). Quando si deve un giorno 
essere incaricati di fare , con celerità , delle ricognizioni 
militari , è necessario e sopratutto essenziale I’ esercitarsi 
a figurare il terreno a colpo d’ occhio , internarsi nei 
precetti dell’ arte della guerra , onde rappresentare sola- 
mente sulla carta gli oggetti che il generale ha interesse 
di conoscere per assicurare la riuscita del suo esercito , o 
premunirsi contro gli attacchi del nemico. 



CAPITOLO V. 

COMPEWniO d’aICCBI metodi GBAFICl IMPIEGATI PER 
COPIARE O RIDURRE LE PIANTE. 

264. Supponendo prima che bisogni copiare una carta 
della medesima grandezza, si potrà come insegnammo al 
n.° 85 , e dopo avere squadrato il foglio , determinare con 
intersezioni le posizioni dei punti principali, cioè costrui- 
re sulla copia , dei triangoli eguali a quelli che s’ imma- 
ginano, o che si tracciano col lapis sull’ originale. Per 
condurre quindi le linee curve si farà uso del metodo 
11 .° 252. Quando vi è un gran numero di linee rette , si 
potranno anche determinare le loro posizioni col conce- 
pirle prolungate fino alle linee della squadratura, e mar- 
cando quindi sulla copia i punti d’ intersezione di queste 
medesime linee. 

Invece d’ impiegare questo mezzo per se stesso molto 
lungo, sopratutto quando la pianta contiene molte parti- 
colarità , si lucida contro il vetro se è possibile , oppure 



(t) Vedasi : Savori Trattalo di Fortijicazione- Tomo I. Voluuie V. 
di questa raccolta: J. 43. pagine 43. 
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sopra un lottilo trasparente, messo sull’ originale , procu- 
rando però di rettificare col lapis le parti del secondo di- 
segno clic in quest' ultima operazione avreblx’ro potuto 
essere alterate , ma quando le linee marcate coll’ inchiostro 
della china sul foglio trasparente, non compariscono suf- 
ficcnteuiente a traverso la copia , si spolverizza fine fine 
del lapis , che si stende sul foglio trasparente dal lato 
opposto a quello su cui si è disegnalo , e si fissa questa 
polvere fregandola leggermente sul foglio con un pezzetto 
di carta o con un cencino. Si stende sopra una carta da 
disegno questo foglio cosi preparato , ponendo la parte 
imbrattata a contatto della carù , e finalmente si seguono 
con una punta da calcare tutti i tratti della prima copia, 
appoggiando suiBcentemente onde la polvere possa depo- 
sitarsi sulla carta da disegno. Si ha con questo mezzo il 
secondo calco dell’ originale. Si dà a quest’ operazione il 
nome di calcare un disegno. 

Supponghiamo adesso per una maggiore generalità che 
le lince della copia debbano essere con quelle dell’origi- 
nale nel rapporto d’ /« I n. Si costruirà ( fig. 197) sul- 
r originale JiBCD un gran numero di quadratini legger- 
mente segnati col lapis : si formerà un rettangolo abed 
simile al primo , cioè in modo che y/fi stia ad ab ” AC 
I ac II m I n ( n.® 97 ): l’operazione sarà quindi ri- 
dotta a disegnare in Ogni quadratino delia copia abed , 
gli oggetti cine sono nei quadrati corrispondenti dell’ ori- 
ginale; e per quest’oggetto si potrà adottare il metodo 
delle intersezioni , riducendo , J>en inteso , nel ryiporlo 
d’ m I n tutte le dimensioni prese nell’ originale. Per ef- 
fettuare queste riduzioni , si fa uso comunemente dell’an- 
golo riduttore. Supponghiamo , per esempio, che il trian- 
golo ADE sia isoscele, e che si sia fatto AD=AEz=.m^ 
quindi DE = n ( fig. 198 ) , allora se AB=z AC è una li- 
nea qualunque dell’originale, la sua riduzione sarà rap- 
presentata dalla linea BC. Si potrebbero pure riportare 
tutti ì punti racchiusi in un quadrato , secondo le loro 
distanze a due dei lati di questo stesso quadrato (n.° 248). 

Se r originale fosse troppo prezioso da non permettere 
di tracciarci la rete ABCD , si coprirebbe con un foglio 
trasparente o con un cristallo, su cui si fosse tracciata la 
precitata rete. 

Quando le aree di due figure devono essere nel rappor- 
to di ^ I q allora i quadrati dei loro lati omologhi sono 
proporzionali a queste medesime aree ; e si ha indicando 
con A una delle linee dell’ originale , con a la linea omo- 
loga della copia , 
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P <ì y. A' a* , d’onde a = 

così a sarebbe medio proporEÌonale iv& A e ~ A . 

Ecco una costruzione geometrica cbc risolve quest’ ulti- 
ma questione. Sopra jiB , (fig. 199) come diametro eguale 
a p , si descriverà una semicirconferenza , e dall’esU'e- 
mità F del segmento AF=p, si alzerà FD perpendico- 
lare ad AB ; si condurranno poi le rette indefinite DAH, 
DBK. Allora i quadrati delle corde AD, BD essendo nel 
rapporto dei segmenti AF, BF, o dì p I q ( n.” 54) , è 
chiaro che se si prende Dff eguale ad una linea qualun- 
que dell’ originale , e che per il punto H si conduca HK 
parallela ad AB, la retta Z^AT sarà la linea omologa della 
copja. 

E anche più comodo il costruire per tempo la scala 
della copia , e fernc uso nelle minutaglie per ridurre le 
distanze prese sull’ originale e paragonate colla sua scala 
( n.® 101 ). Quest’operazione è tanto più facile per i dise- 

f ni relativi ai scrvizii pubblici , in quanto che le scale 
anno fra loro delle relazioni fissate ; non accade però 

3 uasi mai allora che si abbiano a ridurre isolatamente dei 
ise^ni, se non che per riunirgli quando rappresentano 
degli oggetti che sono di natura da potere aggrupparsi 
come le parti minute delle macchine, degli strumenti, o 
quelle che formano la topografia d’ un paese rappresenta- 
to sopra diversi fogli , e secondo diverse scale. 

Questi diversi metodi di copiare o ridurre le piante, e 
che sono semplici in se stessi , sono pertanto quasi im- 
praticabili per le carte che presentano una gran varietà 
di contorni e molte cose minute , tanto a causa della 
moltiplicità delle operazioni ch’esigono, che per la lun- 
ghezza del tempo che bisogna sacrificarci per metterci 
tutta r esattezza possibile ; perciò si usa il pantografo in 
casi simili , la cui proprietà è quella di copiare rapida- 
mente tutte le specie di disegni. Ma perchè le copie sia- 
no ben fedeli , il pantografo dev’ essere d’ un’ esecuzione 
perfetta ; e quello cbe se ne serve deve maneggiarlo con 
molta precauzione e destrezza. 
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LIBRO VI. 

NOZIONI SULL'APPLICAZIONE DELL’ALGEBRA 
ALLA GEOMETRIA. 



CAPITOLO PRIMO. 

EQVA7.IOM DRLLA LINEA RETTA E DELLE CVBVE 
DI SECONDO GRADO. 

265. (Quando un quesito di geometria viene enunciato 
in linguaggio algebrico , cioè quando le quantità note e 

Q uelle che si cercano , sono fra loro collegate per mezzo 
’ equazioni , la soluzione di questo quesito e di pura 
competenza dell’algebra; cosa già veduta ai n.' 117, e 
■171. Perciò V applicazione dell’algebra alla geometria 
consiste nello scrivere in analisi le proposizioni ai geome- 
tria, o tradurre geometricamente i risultamenti dell’ ana- 
lisi. Non potendo in questo corso dare che delle nozioni 
su questo ramo esteso di mattematiche, analizzeremo prima 
rapidamente le proprietà della linea retta, ed alcune di 
quelle delle curve di secondo grado. Quindi risolveremo 
un piccolo numero di problemi della Geometria a tre 
dimensioni. 

266. Un punto è dato sopra un piano dalie sue distanze 
a due rette 6sse tracciate in questo piano , nello stesso 
modo eh’ è dato nello spazio dalle sue distanze a tre piani 
noti. ( n.“ 180). Le due linee (6g. 200) AX , AY , cui si 
riferisce il punto M del piano eh’ esse formano , chia- 
roansi assi coordinati . Supporremo sempre quest’ assi 
rettangolari. 

Ascissa viene denominata una distanza qualunque come 
AP , ed ogni perpendicolare come PM vien detta ordi- 
nata. Gli assi AX , AY, cui si riferisce il punto Af , sono 
pure respettivamente denominati assi delle ascisse , ed 
assi delle ordinate, ed il punto A oe è Y origine. 

Si è convenuto di prendere positivamente tutte le ordi- 
nate PM che trovansi al disopra dell’asse X'X, e nega- 
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tivameate tutte quelle pm che trovansi al disotto. Pari' 
mente si contano come positive le ascisse che si contano 
da A verso X., e come negative, quelle che si contano da 
A verso X'. 

Equazione della linea reità. 

267. Sia ( fig. 200) la linea retta data BM , della 
quale si tratta esprimere la natura mediante un’equazione. 
iSiccome la posizione di questa retta è nota riguardo agli 
assi AX, AK, facciamo AB~b; ed indichiamo con A la 
tangente trigonometrica dell’ angolo BRA: facciamo quindi 
APz=zx, PMzziy. Ciò posto il triangolo rettangolo 
darò, a causa di ME —y — ò , e rappresentando il raggio 
delle tavole per 1’ unità ( n.° 220) , 

1 ‘.aWx'.y — b d’ onde_y =ax b. 

Tale è l’equazione della retta BM , ossìa il rapporto 
eh’ esiste fra 1' ascissa e 1’ ordinata d’ un punto qualunque 
M di questa retta. In quest’ equazione , le due quantità a 
e b sono delle costanti e le altre due * ed y sono delle 
variabili ; d' onde ne segue che due condizioni bastano 
per determinare una retta. 

Se in quest’ ultima equazione si fa x =; 0 , ne risulta 
che y = ò ; è questo il valore dell’ ordinata positiva AC 
del punto C. Se al contrario ci si fa y = 0 , si ottiene 

X = , e quest’ è il valore dell’ ascissa negativa AR. 

Se ( fig. 201 ) la retta data passasse per 1’ origine de- 
gli assi j la sua equazione sarebbe soltanto , 

y — ax, 

perchè allora 1’ ordinata b corrispondente al punto A sa- 
rebbe nulla ; così y — ax k I’ equazione della retta AM. 

Ogni retta CD parallela ad AM , ha dunque per equa- 
zione , 

y = ax ò ; 

così quando due rette sono date dall’ equazioni generali 
y ^ ax b ,y — a' X b' , 
bisogna che si alibia quest’ equazione di condizione , 
a = a ' , 

affinchè queste rette siano parallele. 

268. Trovare T equazione d’ una retta che deve passare 
per due punti tlati. 
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Siano x’,y‘, le coordinate respetlivc dei punti 

L’equazione della retta cercata sarà generalmente 
della forma, 

jr = Ax~hB, ( 1 ) 



consiste dunque il quesito nel determinare le costanti B: 
«gli è adesso evidente che siccome questa retta deve pas- 
sare per i punti JW', M' , queste due condizioni saranno 
espresse dall’ equazioni. 

/ = + (2) 

y'>=LAx'JcB, (3) 

mediante le quali si otterranno i valori di e di B. Sot- 
traendo per esempio queste due equazioni l’ una dall' àltra, 
si ha immediatamente , 



A = 




e di qui B — 



x’jr" _ 

Xl — x" 



Se s’introducono adesso questi valori nell’ equazione (l), 
avremo , 

yt ^ xfyff — xfy' 



equazione della retta cercata. 

Questa forma non è , nè la più semplice, nè la più sim- 
metrica che si possa ottenere ; infatti se succesivamente 
si sottraggono l’una dall’altra l’ equazioni (I) e (2), e 
quelle (2) e (3) , si avranno , 

y~y' = A(x-x'),ey'-r‘ = A(x‘-x'); 

il primo risultaihento è 1’ equazione d’ una retta destinata 
a passare per uno dei punti dati ; ma sostituendoci il va- 
lore A , preso nel secondo risultamento , si ha 

equazione della retta che passa per i due punti dati. 

269. Trovare V equazione d' una retta perpendicolare 
ad una retta data. 

Sia ( fig. 202) BC la retta data, la sua equazione sarà , 
yz=ax-\-b. (1) 

Si tratta d’ ottenere 1’ equazione d’ una retta DE perpen- 
dicolare a BC. 



i 



I 
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Si conducano dall’ origine A , AG parallela a BC , ed 
perpendicolare ad l’eqnaiione allora di quest’ ul- 

tima sarà {pm) = ax, e quella di Am' parallela a DE ^ 
sarà { pm‘ ) == a’x ; ma a causa della similitudine dei 
triangoli rettangoli Apm , Apm' , si ha ( n.® 53 ) , 

{pm) X (pm') =Ap' ; 

inoltre pme pm' sono di segni contrarii ( n.“ 266), conse- 
guentemente — aa'x* = X* , o semplicemente , 

— aa'xxi , d’ onde a ' = ^ . 

Cosi quando 1’ equazione di AG è y^ax, quella retta 

che gli è perpendicolare è rappresentata da jr xz ^ 

dunque l’equazione di DE , è in generale , 

y == 'x-^-B; 

a 

se questa retta fosse inoltre destinata a passare per un 
punto dato x'jr', la sua equazione , secondo ciò che pre- 
cede sarebbe , 

y— .y'=— -i (x— x'). (2) 

Quando si Togliono determinare le coordinate del punto 
d’intersezione di due rette, bisogna nelle loro equazioni , 
attribuire alle variabili x ed y i medesimi valori ; la que- 
stione allora consiste a risolvere due equazioni del pri.mo 
grado fra due incognite. Sia per esempio proposto di tro- 
vare la lunghezza P della perpendicolare abbassata da un 
punto x'y' sulla retta BC data dall’equazione (1) , indi- 
cando allora, con xy le coordinate del piede di questa 
perpendicolare, si avrà ( n.“ 77 ), 

i>=l/(x — x')*-H(y-y')‘. 

Rimane ad eliminare x edy da quest’espressione, deducendo 
i valori di queste coordinate dall’ equazioni (1) e (2) che 
hanno luogo alla volta; per effettuare però quest’ elimina- 
zione nel modo più semplice e più elegante, si sosbtuirà 
prima in Pj per y — y' il suo valore (2) , e si avrà 

P — l/l -Hfl*; 

quindi si metterà 1’ equazione (1) sotto la forma 
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y —y' = ax -j- i —y' + ax' — ax', 
o piuttosto sotto questa. 

/ — ^' = a(x — x') b-Jr ax' — y'\ 
rguagliaudo quindi questo valore d'j' — /' a quello (2) si 
otterrà 

.. -«*'-*) 

X X = ; , 



c da questo 

y — ax' — b 

P =z^— 






y' — ax' — è 
1 -*-a' 



cb’ è r espressione ricercata. 



270. Date l’ equazioni di due rette ^ trovare l'angolo 
ch’esse formano. 

Siano (Gg. 203) y =x. ax -^6 1’ cquaz. della retta BO , 
ed y — a'x-\-b' quella della retta fl't?' ; 

si tratta di determinare l’angolo D ' CD =: C. Essendo que- 
st’angolo la dilTerenza degli angoli DCK , D'CK die le 
rette date RD , B'D', fanno respeltivamente coll’ asse delle x, 
egli è evidente che per il n.° 217, si ha 



tang. D'CK- — tang. DCK 
° < -t- tang. D'CK X taug. DCK 



Ma qui la tane. DCA" = a , e la tang. D'CJTzs a'; dunque 
la tangente dell’ angolo cercato , ossia 

tang. C= “ (I) 

Se la prima retta avesse la direzione bd , I’ angolo DCJT 
sarebbe ottuso, e la tangente a sarebbe negativa; di modo 
che la tangente dell’angolo D'Cb avrebbe per espressione, 

tang. cefi (2) 

Il rapporto a'a 1 z= 0 che ha luogo quando le due 
rette date sono fra loro perpendicolari , è un caso parti- 
colare della formula (1); infatti l’angolo C essendo allora 
eguale al quadrante, si ha tang. C — co , cioè tang. C 
eguale all' inGnito. Ora perchè abbia luogo questa circo- 
stanza , bisogna che il denominatore 4 -t-a'a della ira- 

• 41 ^ 4 » 

Eionc — ~ sia = 0, dunque a'a -t- 1 = 0 come per il 

numero precedente. 
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Si giunge all’ equazione (1) con un metodo per verità 
molto meno diretto , ma che ha il vantaggio d’ essere , 

generale : ed eccolo: • 

Si conducano dall’ origine a delle coordinate due rette 
aM , aM‘ respettivamente parallele alle rette BD , B'D', 
le loro equazioni saranno 

y = ax,y=z a'x. 

Indichiamo con xy , x'y' le coordinate dei punti M, M' , * 

e si faccia aM =i aM’ zx r ; allora le due equazioni pre- 
cedenti diverranno 

yzxax , /' = a'x' 

e si avrà inoltre 

r* =jc* -fy* ; r* =0:'* y*. (3) 

Ciò posto, il quadrato della retta MM'xzu avrà gene- 
ralmente per espressione , ( n.“ 77 ) , 

= — -f 

sviluppando e riducendo mediante i rapporti (3) , si avrà 
piò semplicemente 

M* — 2r* — . 2 ( xx' '+~yy' ) , 

e siccome il triangolo aMM' in cui l’angolo MaM.' ■=. C 
fornisce questo rapporto ( n.^ 233 ) , 

w* = 2r* — 2r* cos. C , 
si ha eguagliando questi due valori di u* , 

_ xx! 4- rr' 

cos. C =; . 

r» 

Siano adesso x , x' gli angoli che le rette aM , aW 
fanno ognuna coll’ asse delle j: , si avrà evidentemente 
xzzzr cos. X , yz=ir seu. X ; 
c per conseguenza 

y 8cn. X 

r~TorX= tang.X = aj 

per la medesima ragione , 
y «en. X> 

per consequenza 

cos. C = cos. X cos. X' -j- sen. X sen. X' 

— cos. X cos. X' aa') 
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Ma il primo rapporto (3) potendo essere scritto così : 
r* = a:* ^ l -t- ^ ^ x* (1 •+- a*) = r* cos.* (I ■+- a*), 

si ha 



cos. X =r — : ; parimente cos. X' = — - * 

■|/ I n’ \/ 1 a'’ 

perciò 

I ^-aa' 

cos. C r= - - . 

l/l-t-a'j/i-t-a'’ 



Finalmente a causa di tang. C : 
ha come qui sopra , 



11. C i — i 



C 



8. C 



GU8. C 



^ ^ ^ (I a’) (I 4- a'*) — (l + aa )' “ 

o 4 j_ /!«' f -t-aa' 1 uaf 



Nella geometria delle tre dimensioni, vedremo un’altra 
applicazione di questo metodo. 

Equazione del circolo. 

271. Supponendo che il circolo dato C ( fig. 204 ) abbia 
per raggio R , e che le coordinate del suo centro siano a 
e 6 , la distanza da questo punto ad ogni altro M preso 
sulla sua circonferenza avrà per espressione , 

CAf ossia Rz=\^ CD^ -j" DA/* =V^ {x — — i)* (n.“77) 

essendo x cÀy le coordinate del punto A/. E questa 1’ equa- 
zione la più generale della circonferenza del circolo, riferita 
alle coordinate rettangole AX , AX. Si scrtve il più delle 
volte nel modo seguente , 

(r — ù )’-l- {.r— «)• =/!•. (1) 

Se r origine delle ordinate fosse posta all’ estremità E 
del diametro EF, l’ordinata b sarebbe evidentemente nulla 
ed allora 1’ equazione precedente si ridurreblie a 

-t- ( X — a )* = /!• , 

o a causa di axz^R in questa circostanza , si avrebbe sem- 
plicemente , 

y* = 2Rx — X* = X ( 2/1 — x ). 
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Questo rlsultamento è la traduzione analitica della proprietà 
dimostrata al n.° 54. 

Quando si pone l' origine delle coordinate al centro del 
circolo, l’equazione (l) si sempllcizza di più, perchè a 
e b sono nulli alla volta ; si ha dunque per 1’ equazione 
più semplice del circolo , 

+ oc* = 7?* , , 

la quale esprime nella stessa guisa la proprietà di cui si 
tratta , poiché può scriversi nel modo seguente , 

= (« — x). 

L’ equazione più generale del circolo rinchiudendo tre 
costanti , bisognano necessariamente tre condizioni per par- 
ticolarizzarlo. Si troveranno degli esempli di quest’ osser- 
vazione nei due problemi seguenti. 

272. Fare passare una circonferenza di circolo per tre 
punti dati. 

( fig. 205 ) I tre nunti dati Jlf ', Af*, M"\ avendo respet- 
tivamente per coora i nate ; e l’equazione 

della circonferenza cercata essendo della forma 

(r “ 7 

indicando p ^ e q \e coordinate del centro, si avranno le 
altre tre equazioni 

(y — + —pY = R'^ \ 

(/ -<7 )* + (•*" —;>)■ = /?* (d) 

{y''‘~qr+[x"'-p)‘ = R‘ ) 

dalle «juali si potrebbero dedurre 1 valori delle tre costanti 
incognite ; ma invece di effettuare questo calcolo , uno può 
limitarsi a verificare questa proprietà coll’ analisi ; cioè , 
ebe il centro del circolo da descrivere è nell’ intersezione 
delle perpendicolari alzate sulla metà delle rette che uni- 
scono due a due i punti dati. Si svilupperanno perciò le 
potenze indicate ; e dalla (2») e (3“) dell’ equazioni {A) 
si torrà successivamente la prima , e se ne otterranno 
queste , 

2(y— y + 2 {x' — x")p -j-y* — y * -j- y * — y * =o 
2(y — y")9 + 2 ( y -y )p -i-y ~y^ -j- y • _y * = o 

che possono prendere le forme seguenti , 
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') 



( 9 -^) (-■-.•) =0 



y + x" 
2 

y + y 



) 



(5) 



(c) 



oppure sotto questa , 

(„ r' + y'- '\ _ _ . 

V 2 / y —j" 

( y +y ' ^ ( 

yzzy^KP- 

Se si paragona adesso una di queste equasioni la prima 
per esempio all’ ultima del n.° 268 , si riconoscerà sema 
pena eh’ essa rappresenta 1’ equazione d’ una retta che passa 

per un punto le cui coordinate sono — - — , - — , e fa- 
cendo coir asse delle ascisse un angolo la cui tangente è 



; . Cosi il centro del circolo è sopra una retta che 

y~y 

divide in due parti eguali ognuna di quelle che uniscono 
i punti dati. Ma l’ equazione della corda ilf ' AI'‘ essendo 

(n.o 268), y — y = (x — x'), la tangente trigo- 

nometrica dell’ angolo eh* essa fa coll’ asse delle x è ^ ; 

dunque ( n.° 269 ) , la retta che ha [B) per equazione , è 
perpendicolare a quest’ ultima, cosa che bisognava provare. 



273. Descrivere un circolo che sia tangente ad una 
retta data j e che passi per due punti dati. 

Si prenda ( 6g. 206 ) , siccome può farsi , la retta data 
j4X per asse delie ascisse , e per sua origine il punto A 
ove la retta M' , condotta dai due punti dati , incontra 
l’asse delle x. 

Prima di tutto in virtù di quello eh’ è stato dimostrato 
nel numero precedente , il centro C del circolo cercato 
trovasi sulla retta iVC, alzata perpendicolarmente sul mezzo 
di M' Rimane dunque a trovarsi , il punto P di con- 
tatto. 

Siano AP—p, PCzc^q, ed x',/';x', le coordinate 
respetlive dei punti M‘. L’ equazione del circolo ri- 
ferito agli assi rettangoli AX , AX, sarà a causa di PC 
= raggio , 
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{y — q f -\-{x—pY — q' ì 

e relativamenle ai punti dati diviene successivamente, 

{y-qY-\-{x'~pY-q\ 

[f — qY + [x"~pY — q^ , 

d' onde come precedentemente si deduce 

y-J-x’* — 2^/ — 2;>x'+/)* = 0 I 

>*)7+2(x'— y* + x“*— x'*=0 I > 

ma = = + e 

perchè i tre punti AM'M* sono In linea retta, si hanno 
i rapporti 

*1—^1 ed Y-r _ t 
k~ k' x' • 



Ora se si prende dalla prima equazione {A) il valore di q, 

si otterrà q =: ; e se si sostituisce nella se- 

. . . 

conda equazione , e quindi si riduca mediante i rapporti 
precedenti , si avrà per risultamento , 

p* = A' A“ ; 

cioè che V ascissa AP del centro del circolo da descrivere, 
è media proporzionale fra la secante iutiera AM * , e la 
sua parte AM' fuori del circolo : proprietà già dimostrata 
al n.“ 56. 



Equazione dell" Elisse. 

274. Fra le proprietà di questa curva (fig. 207) no- 
verasi quella , che se da ognuno dei suoi punti M si con- 
ducono le rette ME, ME' a due punti fissi E, E' la somma 
di queste linee sarà sempre costante. Egli è perciò facile 
il descrivere l’ elisse per mezzo di punti o con un moto 
continuo, allorquando si conoscono i fuochi E, E', e la 
somma dei raggi vettori ME, ME'. 

Si rappresenti con 2a la linea data , e con 2c la distanza 
EE'i si prenda il punto C per origine metà di EE' , e 
si facciano CPz=x, PM—y. 

I triangoli rettangoli FPM , E'PM danno , a causa di 
EP — c — X, e di E'P = c -t- X , 

ME ■=. • — X )* ~i~y‘, ME' = |/( c-t-x)* -H/’ ; 

e siccome perla natura della curva ME" ME' z=.2a, ne 
segue che 
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2d = 1/T c -1- X )’ -4-Jc* ■+>/T c — X )* 

Facendo passare la prima quantità radicale nei primo mem- 
bro , inalzando quindi i due membri a quadrato e ridu- 
cendo viene , 

a* ■+• ex ~ a \/ (c-t-*)* 

inalzando pure a quadrato i due membri di questa nuova 
equazione e riducendo, trovasi 

a'y* •4- ( a* — c* ) x* = — a’c* ; 

finalmente se si fa a‘~c^~b*, avremo 

a'y* b*x* — a'ù*. (I) 

Tale è 1’ equazione della curva AMR ebe gode dell’enun- 
ciata proprietà. 11 valore d’ / dedotto da questo risulta- 
mento , essendo 

V = ±: — l/a’ — X* , 
a 

e trovandosi sempre reale fino a tanto ebe x , positivo o 
negativo , sarà minore di a , ne risulta ebe U curva è in- 
tieramente chiusa. Si determinano i punti ov’ essa taglia 
gli assi delle coordinate , facendo successivamente x = 0, 
_^=0, nell’equazione (1). La prima supposizione dà / 
rt 6 ; e questo è il valore di CD , o di CE. La seconda sup- 
posizione dà X = rt a ; e questo è il valore di CB , o di AC. 
Così la curva passa per i punti A., B, D, E, e non al di 
là: si hanno sempre AB —'la D£ = 26. Queste due ul- 
time linee si chiamano gli assi dell’ disse , ed il punto C 
ne è il centro. Quando b , 2a è 1’ asse maggiore o il 
primo asse , e 26 il minore ossia il secondo. Ma quando 
a =z 6 , si ritrova 1’ equazione del circolo x* = a*. 

Si può dunque considerare un circolo come un disse i 
cui due assi sono eguali. Egli è allora evidente che i due 
fuochi coincidono col centro , o che V eccentricità CF è 
nulla. 

Per contare le ascisse a partire dal vertice A dell’ elisse, 
si vede bene che nell’ equazione precedente di questa cur- 
va , bisognerà fare x = x' — a , poiché CP — AP — AC -, 
cosi fatte tutte le riduzioni avremo , 

J'* = -^(2ax'— x”) . (2) 
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Tale è l’ equazione dell’ elisse riferita al vertice di questa 
curva. 

Si chiama parametro la doppia ordinata che passa per 
uno dei fuochi dell’ elisse : se s’ indica per p , 1’ ascissa 

corrispondente sarà = c = \/ a' — , ed allora 1’ equa- 

zione (1) darà, 

26‘ 2i X 2i 

P ~ ia ’ 

cioè che il parametro è una terza proporzionale agli assi 
maggiore e minore. 

JVell' elisse, i quadrati delle ordinate stanno fra loro 
come i prodotti delle ascisse corrispondenti. Infatti se 
con X' ed ¥ s’ indicano le coordinate d’ un punto , altri 
che quello che ha x‘ per ascissa , 1’ equazione (2) si can- 
gerà in questa , 

jr* = - ( 2aX' — AT'M , 

e 1’ una e 1’ altra forniranno la proporzione , 

y* : T* :: a:' ( 2fl — x' ) : X' (2a—X). 

Se col raggio CB ^ a si circoscrive un circolo all’ elis- 
se BMA, e che per Y s’indichi l’ ordinata PN corrispon- 
dente all’ ascissa CP = x ; si avrà per la proprietà del 
circolo , 

= — X*, 

e per quella dell’ elisse riferita al suo centro , 

y* = — ( a* — ) 

dunque ; y* :: 1 : 4 ossia ¥ \y \ 2a l2b -, 

< 1 * a 



cioè che le ordinate del circolo circoscritto e dell’ elisse 
corrispondenti ad una medesima ascissa , stanno fira loro 
come il primo e secondo asse di quest’ elisse. 

275. Quadratura dell’ elisse. Conducendo ad arbitrio 
delle ordinate comuni all’ elisse ed al circolo circoscritto, 
c considerando le loro estremità come i vertici degli an- 
goli dei poligoni inscritti SMM'M*... , BNN'N*... a que- 
ste due curve ; uno qualuncjue dei trapezzii PP'NN' avrà 
per misura , > 



PN-^PN' 



( PP' ) ossi» 



Corso di Moti. T. III. 
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Il traperio corrispondente PP'M'M arrìi parinicnlc per 
misura , 

PIU + PM' , „m\ • y / I \ > 

- ( PP ) ossia (oc — X ) =: t. 



3 ' 2 

Ma per quello cbe precede , 

r : X :: : y :: a : 

per conseguenza (n.“ 87, Algebra) , 



. y">-y' .. a - b " T' t 

T _ a 

T ~ 



oppure 

Per gli altri due trapezzii corrispondenti T\ t‘, si avreb* 
l)e pure 



— — = — • , è cosi di seguito. 



Indicando dunque con P l'area del poligono BNIV'N'..., 
e con p quella del poligono BMM'la"... , avremo a causa 
dell’ eguaglianza dei rapporti : 

y J*/ J’I 

~r ’ ’ T"" ’ T" ’ 

T+ T‘+T>... P a 

« + I' + p 6 



Adesso , più che si moltiplicherà il numero dei dati di 

3 uesti poligoni , meno P e p dìiTeriranno respettivamente 
all’area £ del circolo e da quella e dell’ disse; il limite 
dunque del rapporto 

— = — = 4- ! dunque finalmente e — — ; 
p e b ^ a 

vale a dire 1’ area dell’ elisse è eguale a quella del cir- 
colo circoscritto , moltiplicata per il rapporto del secon- 
do al primo asse. Ma l’area del circolo circoscritto La 
per espressione w a* ( n.“ 75 ) , 

dunque e = jt ab. 

Cosi r arca d’ un elisse è pure eguale al prodotto dei 
suoi semiassi , moltiplicato per il rapporto della circon- 
ferenza al diametro. Non essendo questo rapporto che 
approssimativo , ne segue che l’ elisse nella stessa guisa 
che il circolo non sono curve esattamente quadrabili. 
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Equazione dell' iperbole. 

276. In questa curra , la differenza dei raggi vettori è 
sempre costante. Mediante questa proprietà, si può dunque 
descrivere i’ iperbola , o per mezzo dei punti , o con un 
moto continuato. 

Se F ed F' sono i fuochi della curva ( fig. 208 ) , e che 
r origine A deirascisse sia presa alla metà d’/’jF', si avrà 
come nel n.° 274 adottando l’ istcssa Indicazione , 

FM = >/(c-x)‘+ 7 *, F'M = >/ ( c + X )• ; 

c se con 2a s’ indica la differenza F'M — FM, si avrà. 

2a = |/ (c + X)* +/• — 1/'( c — x)* +J'*. 
Operando come nel n.® citato, e facendo b'z=ic' — a*, 
troveremo per 1’ equazione della curva attuale , 

ò*x* — = a*ò*. (1) 

Il mezzo di determinare i punti ove questa curva in- 
contra 1’ asse de^r X e quello dell’^, si e quello di fare 
successivamente in questo risultamcnto , y = 0 ed x = 0. 

La prima ipotesi dà x — ± a-, quest’ è il valore del 
semigrande asse AB, o AB'. 

La seconda ipotesi dà ± \/ — ò* quantità imma- 

ginaria ; ma per conservare l’ analogia ira T iperbola e 

r disse, si è convenuto di supporre y ~±\/ b^ ossia 
y z=.± b , ed in questo caso si fa AC = ò ed AC‘ = — b. 

Quando i due semi-assi a e b sono eguali , l’ equazio- 
ne (1) si riduce a 

X* — /* = rt*. 

Quest’ ultima è analoga all’ equazione del circolo , e l’ iper- 
Ixila che ne deriva si chiama iperbola equilatera. 

Risolvendo la medesima equazione (1) rapporto ad y, 
si ottiene , 

h 

y = ±: j V X* — rt* ; 

e siccome la quantità sotto al segno radicale è sempre 
positiva , tanto che x positivo o negativo è maggiore di a, 
se ne deve conchiudere che l’iperbola ha due rami MBm... ; 
M'B'm' .... i tagliati simmetricamente dall’asse degli x, e 
che si estendono indefinitamente a destra ed a sinistra 
dal centro A di questa curva. 
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Quando si Tuole trasportare l'origine delle coordinate 
ad uno dei vertici B ' della curva , si fa x = x' — a nel- 
r equazione (f ) , che diviene allora 

/* = — -^ ( 2rtx' — x'* ) (2) 

É questa l’equazione dell’ iperbole , quando l’ origine delle 
coordinate è al vertice di quella curva. 

Si dimostrerebbe come per 1’ elisse , f che il pararne- 

tro /7 = ; vale a dire che nell’ iperbole egli è pure 

una terza proporzionale ai due assi. 

2.° Che 1 quadrati delle ordinate stanno fra loro come 
i prodotti delle ascisse corrispondenti. 

o.° Che r area d’ un’ iperbola qualunque compresa fra 
due ordinate , st& all’ area dell’ iperbola equilatera corri- 
spondente , compresa fra le medesime ordinate , come il 
secondo asse stà al primo. Ma il metodo col quale si de- 
terminano le aree assolute di queste curve non è di na- 
tura da essere esposto in quest^ opera. 

Equazione della parabola. 

277. Proprietà caratteristica di questa curva si è, che 
tutti i suoi punti (fig. 209) sono tanto lontani da una retta 
data AC , quanto da un punto fisso o fuoco F parimente 
dato. 

Sia AP — X, PMxxy, ed AF:^ avremo PF=x 
— ^ . Siccome si deve sempre avere CM = MF, e che 



MF = ^ Y ) + » egli è evidente che si 

ha il rapporto 

Inalzando a quadrato, sviluppando e riducendo si ottiene 

y^zxpx^^. (f) 

Tale è 1’ equazione della parabola. 

Quando jr 0 , si ha per 1’ ascissa del vertice B , 
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X — ^ ; così questo vertice è nel mezEo della distanza AF. 
Ponendoci 1’ origine delle coordinate , nel qual caso 
X =: x' , 1' equazione precedente si riduce alla se- 

seguente , 

y^=px\ ( 2 ) 

la quale è l’ equazione al vertice della parabola ; d’ onde 
deriva 

y = ±: l/ px'. 

Da questo risultamento se ne deduce che la curva è 
divisa in due parti simmetriche dall’ asse delle x; che si 
estende all’ infinito, ma dal lato delle x soltanto positive. 

Se si cercasse il valore della doppia ordinata che passa 
per il fuoco, si trovercblie eguale a p ; infatti si ha allo- 

, p 

ra X = — ; per conseguenza , 

y^=p.-^=f^, ossia 2,y=p. 



Concludiamo da ciò che il parametro mm' della para- 
bola , è quadruplo della distanza dal vertice al fuoco. 

Avendo X' ed F per coordinate per un altro punto, si 
avrebbe pure 

r'=pT; 

così, 

:: x' : x'; 

cioè che nella parabola i quadrati delle ordinate stanno 
fra loro come le ascisse corrispondenti. 

Se nell’ equazione (2) del n.® 274 , si mette per — il suo 

valore ^ , diverrà 

la 

= 2nx' — x'* ) ; 

c se in questa si fa a infinito, si ridurrà ad 
y* =.px' -, 

ciò che fa vedere che la parabola è un disse il cui asse 
maggiore è infinito. Nella meccanica vedremo essere que- 
sta la curva che rappresenta la via che un projetto cac- 
ciato nel vuoto sarehM per seguire. 
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278. Qvadbatvba della pababola. Dalle cime Jlf , M', 
MK... delle ordinate PM, P'M', P"Af'... si conducano le 
rette MN, M'N', JlfW, ... parallele all’asse delle x, e 
si congiungano i punti MM', ; ne risulterii allora 

il poligono MM'M".... B inscritto alla parabola ; e se xy, 
x'y' , xy",... sono le coordinate dei punti M,M', Jtf".... , 
si avrà per la proprietà di quella curva , 

y' •xxpx , y" — px ' , >-'* = px', ec. (m) 

Ciò posto le aree dei trapczzii interni PM\ P'M*,..,. 
saranno 

(x-x') = Q, (X-- y) = Q’, cc. 

e quelle dei trapezzii esterni NM', N'M',.... 



ar*4"C^ -+• x// 

— ^Cr— = — 2 — ~ y') = 

Cosi 

^ _ (j'+y) ^ _ cr'+y) 

y (j'— y) ’ v' (y— t' ) (^ +^') 

Sottraendo la seconda equazione (/n) dalla prima viene , 



_ _ r‘— y _ (j^+r*) (r— y) 

X — X ~ ~ ■ ■ , 

p p 

sostituendo questo valore nel primo rapporto precedente, 
si ha dopo avere ridotto, 

9 _ ir+ry . 

n p(.^ + ^) ’ 



Nulla essendo adesso per impedire di prendere il punto 
AT, tanto vicino quanto si vorrà dal punto Af, ne segue 
che le differenze x — x' eà y — y' potranno essere al di- 
sotto d’ogni grandezza assegnabile; l’espressione del rap- 



porto ^ avrà dunque per limite 



2v* 

=: 2; dunque allora 

px 1 



O Q' O" 

— = 2 ; nella medesima circostanza — = 2 , — =;2, ec. 

^ q! ^ q'f ' 

Tutti questi rapporti essendo eguali, si ha 



9 + 9' + <t"-- 
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Ma il numeratore Q + Q' + Q'-.- esprime in que- 
st’ ipotesi r area S del segmento parabolico MM'M"..,. BP, 
e il denominatore rappresenta P area s dello spazio mi- 
stilineo MM'M'*... BN •. queste due aree riunite costituisco- 
no quella del rettangolo circoscritto BPMIV; si ba dunque 
indicando semplicemente con P l'area di questo rettangolo, 

S 2 

— —2, P := S s, e finalmente S — 2s — ~ P. 

Da ciò ne segue che I’ area dello spazio parabolico BMP 
è i due terzi del rettangolo PN circoscritto. Cosi la pa- 
rabola è una curva esattamente quadrabile. 

279. Il circolo, l’elisse, l’ i perno la e la parabola sono 
curve di secondo grado ossia di second’ ordine , perchè 
le loro equazioni racchiudono le seconde potenze delle 
variabili. Daremo la discussione completa d’ un’ equazione 
generale del secondo grado fra due variabili , onde fare 
vedere che una tale equazione non può dare origine che 
ad una delle curve delle quali ahhiaino parlato. Gli an- 
tichi chiamavano queste curve sezioni coniche . , perchè 
infatti si ottengono tagliando un cono con un piano se- 
condo certe condizioni. 

Supponghiamo per esempio , ( fig. 125), che la gene- 
ratrice SB del cono BSC a base circolare sia prolungata 
dalla parte del vertice, in tutte le sue posizioni possibi- 
li : il prolungamento di questa generatrice genera il se- 
condo cono B'SC'j che avrò lo stesso vertice 5 del pri- 
mo, e di cui l’asse SA' farò il prolungamento di AS. 
Ciò posto, 1.°Se il piano secante bc è parallelo alla base 
BC; la sezione sarò un circolo; 2.“ Se questo piano ta- 
glia i due lati SB , SC del primo cono, la sezione sarò 
un elisse; 3.° Se questo piano è parallelo ad uno dei suoi 
lati , la sezione sarò una parabola; 4.° finalmente , se que- 
sto medesimo piano taglia i due coni opposti BSC,B’S'C', 
senza passare per il vertice S , la sezione sarò un' iperbola. 



CAPITOLO II. 



TRASFOBMAZIONB DELLE COORDITIATE : PROPRIETÀ’ DELLE 
CURVE DI SECORd’ ORDINE. 

280. L’ equazione la più generale del secondo grado a 
due variabili è , 

Ay' Bxy -{- Cjc’ -j- Dy Ex — (1 ) 
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essendo i coefficienti A, B, C, D, £, F, delle quantità 
note. Se si risolvesse rapporto ad / , si avrebbe 



J5x+ D 




±:_L y (B'-~4AC)x'-\-2{BD~ 2 A E) j -f. + 4 ^F. 

Supponendo sempre adesso ebe la curva cui quest’ equa- 
zione appartiene, sia riferita a degli assi rettangoli egli 
è evidente che esistono due ordinate per una medesima 
ascissa x. Di modo che se si attribuisse a quest’ ascissa 
ogni valore possibile positivo o negativo, si avrebbero i 
valori corrispondenti d_y, e per conseguenza le ordinate 
reali o immaginarie di tutti i punti della curva cercata , 
ciò che farebbe conoscere 1’ estensione ed i limiti di que- 
sta curva : per non impegnarci però in calcoli troppo 
lunghi, e non oltrepassare d’ altronde i limiti d’ un’ opera 
destinata ai giovani militari che non possono fare delle 
scienze mattematiche , l’oggetto principale dei loro studii, 
esporremo soltanto qui il metodo della trasformazione 
delle coordinate : metodo che consiste nel ridurre alla 
sua forma più semplice l’equazione generale (1), senza 
togliergli nulla della sua generalità , nè la natura cangiare 
delle curve eh’ essa esprime. 

Formule per la trasformazione delle coordinale. 

281. Siccome abbiamo avuto in vista di conservare il 
grado dell’equazione (1), bisogna necessariamente, che i 
valori che per x ed jr sostitueremo siano della forma 
seguente : 

x^mt ~^pu a, jr — nt qu ^ i 

essendo x ed ^ le coordinate primitive , c < , ed u , le 
nuove coordinate. In quanto alle costanti m,n,p^q, a, 
determinano la posizione dei nuovi assi rapporto alle 
prime. 

Supponghiamo ( fig. 210 ) , per maggiore semplicità , che 
il secondo sìsteniti sìa solamente oblìono^ e che (questi 
ed il primo abbiano la medesima origine Siano per 
esempio AX ed glj assi delle coordinate rettangolari, 
ed AF, AU gli assi delle coordinate oblique; indichiamo 
quindi con .r ed y, le coordinate AP, PM del punto M 
relative al primo sistema, e con t ed u le coordinate AK, KM 
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del medesimo ponto relative al secondo sistema. Sia final- 
mente chiamato y l’angolo FAX, e 6 l’angolo UAX; 
avremo a causa dei triangoli rettangoli ARK, KGM , e 
supponendo il raggio delle tavole =: T ; 

AB. = t cos. y , BK zn t sen. y , 

KG = u cos. 9 , GM— t sen. 0 ; 



adesso AP=zAB-\-KG,fiPM=zBK-\-GM, 
dunque x ~t cos. y u cos. 9 , y = t sen. y -f- w sen. 9 ; 
oppure facendo per abbreviare, cos. y = w, sen. y =: n, 
cos. 9 =zp , sen. 9 ■zx q; avremo 

X z=.mt pu , y — nt-\- qu. 

Sostituendo cosi in un’ equazione in a? ed , i valori me- 
desimi di queste variabili, si giungerà ad una trasformata 
in { ed in u , che sarà del medesimo grado ; e la curva 
rappresentata da questa nuova equazione sarà riferita a 
delle coordinate oblique facendo fra loro 1’ angolo 9 — y. 

282. Se gii angoli del secondo sistema fossero loro pure 
rettangolari , quest’ angolo 9 — y sarebbe eguale al qua- 
drante cioè si avreblie 9 — y = Ì00“, e conseguentemente 
9 = 100-^-y; d’onde ( n." 214 e 216) ed a causa del 
sen. 100“ = 1 , cos. 100“ = 0 si conchiude sen. 9 = cos. y, 
e cos. 9 =; — sen. y , perciò i valori precedenti d’ * e à’ y, 
sarebbero semplicemente , 

X ~t cos. y — u sen. <f,yzzt sen. f u cos. y ; 

ossia 

X == mt — nii , y z= nt mu. 

Nella medesima ipotesi se si cangiasse la posizione del- 
r origine , si avrebbe ( fig. 21 1 ). 

X z=i mi — nu a, y ^ ni mu -j- ^ ; 

a e p indicando le coordinate della nuova origine riferita 
al sistema primitivo. Infatti sia a l’origine primitiva, ed 
A la nuova origine; egli è evidente che si ha 

a == AP ab , pM =z PM Ab ; 
ma ab = a, Ab :=: P, ed ap =z X, pMzzy ; 

dunque x — mi — nu-\-a,y — nt-\- mu -J- p. 

283. Egli è comodo in molti casi , il fissare la posizione 
d’ un nurito mediante la sua distanza all’origine, e dal- 
r angolo che questa linea fa con quella delle x. (fig. 212) 
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Sia AM—r , angolo MAP = y ; av remo per la proprietà 
del triangolo rettangolo , 

AP —r cos. f , e P9f — r sen . y ; 
cd xrrrcos. y,ed _y=:rsen.y. 

In questo caso , la linea AM o r si chiama il raggio 
vettore, del punto M , e l’origine A di questo raggio vet- 
tore chiamasi il polo. Quando nell’ equazione d’ una curva 
a' introducono questi ultimi valori d’ x e A’ y , si dice che 
questa curva è riferita a delle coordinate polari. 

Discussione dell' equazione generale del secondo grado 
a due variabili, 

284. Passiamo adesso all’ uso delle formule che abbiamo 
ottenute, per scmplicizzare 1’ equazione generale 

Ay^ + Bxy Cx* Ex = F. (1 ) 

Se prima di tutto si traspongono gli assi parallelamente 
a loro stessi , avremo 

X = x'H- a , y =/ •+■ p ; 
e l’equazione (1) diverrà 

Ay'-^-Bx'y'-^-Cx'^ 1 

*4“ [^A p -+- fla — H y* * 4 — (2Ca -+- Bp £]x' | 0. (2) 

-+- Ap' -+- Bap Ca* -+- £)p -t- £a — F ) 

Ora siccome possiamo disporre delle quantità a e p, che 
sono assolutamente arbitrarie , supporremo , per fare spa- 
rire i termini affetti da x' ed y', che i loro valori resu Itino 
dall’ equazioni , 

2Ap-\-B<z + Dz=0, 2Ca-\-Bp-^E=zO ; 
e che si abbia per conseguenza , 

BD— 2AE BE—2CD 

“ “ 4AC — B- ’ P ~ 4 AC— B‘ ’ 

d’ onde segue cbe 1’ equazione (2) viene ridotta a questa 
forma , 

Ay*-i-Bxy-hCx'* — F‘ = 0. (3) 

Non è dunque possibile , con questo mezzo , di ca ccia re 
il rettangolo x*/' delle coordinate, poiché il coefficie nte B 
è indipendente dalle quantità a e p} ma questa trasforma- 



J 
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zionc riuscirà} se nell* ultima cijuazione (3)} s introducono 
i valori , 

x' — mt — nu , y =z nt -+- mu ; 
perchè allora essa diverrà , 

( — ■ Bmn Cn* ) u* à 

[%{A~C)mn-JrB[m^—n‘)'\ut (=0. (4) 

( An* 4- Bmn -t- C/»*) t* — • F' ] 

e si potrà disporre d’ una delle quantità /n ed « , che non 
devono soddisfare che all’ equazione m* 4" 'i* — ^ » P®*’ 
eguagliare a zero il coefficiente di ut , ciò che darà questo 
nuovo rapporto fra m ed n , 

2 A — C) mn -i- 5 ( m* — n* ) = 0. 

Cosi r equazione (4) sarà ridotta alla forma seguente : 
^■u*+ C'l^ = F, 

facendoci , 

Am' — • Bmn -t- Cn' ^ A' i 

An' '-h Bmn -+- Cm' C ' I 



( 5 ) 



Per avere dei valori di e di C indipendenti da m 
e da n , bisognerà dedurre qnelli di quest* ultime quan- 
tità , dall’ equazioni 

2 {A •— C ) mn — n*) = 0, 

ffi* n* = 1 ; 
ora dalla prima si deduce 



mn 



B ( m» — n» ) 
2(.C-A) • 



Inalzando a quadrato questo valore, e nel rlsultamcnto 
sosituendo per n' il suo valore 1 — m* ; si otterrà facendo 

d' altronde Tyy; y =: k quest* equazione 

Z ( O — jt) 

— m' = — * 



dalla quale deriva 



i +4*»’ 



TO’ 



2F I + 4à> 
e per conseguenza 



C—A 

2F(C—A)'^B>’ 
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- 1 :;:— ^ = i 

“ ‘ 2/^TmT> + B* 

per conseguenza ^ 

2^(c=5^-' 

Se si combinano adesso 1’ equazioni {M) per ria d’ ad- 
dizione e di sottrazione ^ si otterrà 

A'—C' — {A— C) (/»*— n* ) — 2Bmn ; 
in TÌrtù dunque del principio del (n.“ 59 Algebra) , avremo 
dopo avere eliminato wi* u* ed mn ^ 

A'^^{A-\-C)-\-{\/ {C-A)^^'. 

C' =i(^+C)—il/(C — /#)*-+- B*. 

Queste ultime espressioni provano ; \ .® die A' e C’ saranno 
sempre delle quantità reali ; 2.» che A' può essere sempre 
reso positivo; poiché se ^ c C sono arnica ue negativi , 
non ci sarà che da cangiare tutti i segni dell equazione (1); 
se al contrario A e C sono di segni differenti, ./« ^tra 
essere preso positivamente ed allora C sarà negativo: d on- 
de si vede cne la parte radicale di A' , che diviene in 
questo caso | -j/fc A )‘ + ^ sarà necessariamente 

maggiore della parte razionale | {A — C). _ 

In quanto alla quantità C essa sarà positiva quando A 
e C essendo di questa natura avremo 

C-^-A > l/ {C — Ay -\-B\ 

o (C-+-^)*> (C — 

oppure 2 AC > — 2<<C-hB*) 

o ciò che torna lo stesso, quando 

4^C> B*, 

espressione che stabilisce essere positiva la quantità 4^C — B*- 
Al contrario C ' sarà negativo , ee A e C sono di segni 
diversi , poiché in questo caso , la sua parte radicale su- 
pererà la sua parte razionale , ed il valore di 4 A C — B* 
sarà negativo. 

Da CIÒ risulta che il segno di C unicamente dipende 
da quello dell'* espressione 4AC-^B*. 
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285. Rimane ad esaminare il caso in cui 4./C=fi*: dan- 
do questo rapporto C =: 0 , l’ equazione (5) è ridotta ad 
A'u'-— , ed i valori precedenti d’a e di ^ divengono 

infìniti. Non è più duncjue pc^ibile il fare sparire alla 
volta dall’equazione (2) i termini in x' ed Ecco però 
il modo di evitare questa difficoltà. 

Mettendo nell’ equazione (1 ) i valori 

X — mt — nu-, yzxiU mu , 
avremo la trasformata , 

•^[2 {A — • C ) mn *+-5 ( m* — n* ) ] ut 
-H ( Dn -H Em ) t •+- ( Dm — En ) u 

— F 

e fficendo come qui sopra , 

2{A — C) mn B {m* — «*) = 0, 

otterremo per m, ed n, jì' e C , i medesimi valori che 
si sono precedentemente trovati ; di modo che l’ equazione 
(6) sarà ridotta a qnesta, 

^ C ’t* -H ( Dm — En ) u \ 

-+- ( Crt -f- Em ) t ( =0. (6') 

Quest’ operazione non fa che cangiare la direzione degli 
assi ; per rimuovere l’ origine , bisogna qui supporre 

t = f +a', M = u'-fp', 
e si avrà questa nuova trasformata , 

A'u'*-\-C't'*-\-{2À'^'-\-Dm~En)u' \ 

+ (2CV-t-Dn-j-£m) t' (_ 

■^A 'P'* C«'*-l-(Dm— £n)P' (Dn + Em) a' ì ‘ 

~F ) 

dalla quale non sarà possibile fare sparire il termine in l\ 
quando avremo C = 0; poiché in questa circostanza, a', 
sarà infinito. Riesce una riduzione quando fra a' e si 
hanno i rapporti 

2^’^’ + Dm-E« = 0 I 

A'p‘*-\-C-»'*^{Dm—En)pf-^{Dn+Em)<x'^Fz=0 | ^ ^ 



= 0 . ( 6 ) 
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cioè quando si trasporta 1’ origine delle coordinate ad un 
punto della curva ; poiché questo secondo rapporto altro 
non è che quello (6') , in cui < ed u sono respettivamente 
cangiati in a' e |3'. Cosi tutte le volte che 1’ equazione (1 ) 
sarà effettivamente quella d’ una curva , potrà essere ri- 
dotta alla forma 

><■«'* -fc'f* — £r = 0; (T) 

facendo nella trasformata (7) , il coefficiente d'’ u' eguale a 
zero , come pure tutta la quantità indipendente da u' e da 
t' ; cioè che i rapporti precedenti {N) forniranno dei va- 
lori reali per a' e p*. D’ altronde , egli è ciò eh’ è facile a 

S covare a priori quando C '= 0 ; unico caso che si tratta 
'esaminare in questo momento e per cui 1’ equazione (7') 
si riduce a 

A' u'* — E't=0. (8) 

Infatti semplicizziamo prima il secondo rapporto (iV) 
togliendo questi dal primo moltiplicato per fi' ; avremo a 
causa di C ' = 0 , 

2^-p'+ Dm - r«= 0 j 
A'fi'*—(Dn + £m)a'^F=: 0 f ^ ^ 

equazioni che daranno necessariamente dei valori reali , 
atteso che possono risolversi come quelle di primo grado. 

Se nel medesimo tempo che C = 0 , si avesse Dn Em 
= 0 , non resterebbe che 1’ incognita j3' nei rapporti {N'). 
e potrebbe allora accadere che non si accordassero per 
certi valori particolari delle costanti ; ma le medesime 
ipotesi riducono la trasformata (6') a 

A'u* -H (Dm — ■ En) uzzzF, 
o più brevemente a 

A'u'^D'u = F, 

risnltamento indipendente dalla coordinata t. 

286. Concludiamo da quest’ analisi , che l’ equazione ge- 
nerale (1) può per mezzo di trasformazioni convenienti 
delle coordinate , prendere una delle tre forme seguenti : 

A'u’‘r+. c't*=zF', 

A'u'^ = E't‘, 
y<’M*-HD'u=F, 

e che la prima ha luogo quando 'lAC > o < B* , mentre 
che le due altre corrispondono al caso incui4^C =B*. 
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Importa adesso assegnare la forma delle curve rappre- 
sentate da queste ultime equazioni. Supponghiamo primie- 
ramente che le tre quantità J', C, ed F' siano positive, 
e riportiamo la curva data dall’ equazione 
A'u^ = , 

a delle coordinate polari , facendo 



avremo 



t:=.r sen. f ,uz=: r cos. y ; 
cos.* f C'r* sen.* y =F ' , 



oppure 
si ha dunque 



F' 

A ' cos.* y C ' sen.* y = — ; 



r 




^ 

A ' cos.* y -J- C' sen.* y ’ 



quantità sempre reale , qualunque siasi 1’ angolo y ; ma 
quando si suppone r infinito 1’ equazione 

A ' cos.* y -J- C ' sen.* y =: 0 , 

dimostra che il valore di y è immaginario , poiché se ne 
deduce 



sen. y 
cos. y 



= tang. y = dt 




ora il raggio vettore r, misura sempre la distanza dall’ori- 
gine o dal polo , ad un punto qualunque della curva ; e 
nel caso attuale, questo raggio può prendere tutte le po- 
sizioni possibili, attorno a questo punto; la curva dunque 
che noi discutiamo è chiusa : essa è quella cui si è dato 
il pome di elisse. 

£ rimarchevole che i valori d’ r sono eguali e di segni 
contrarii ; per conseguenza per ogni valore di y, ogni corda 
alla curva , che passa per 1’ origine delle coordinate , è 
tagliata in due parti eguali da questo punto. In questo 
caso , questa corda chiamasi diametro , ed il punto che 
la diviefe così in due parti eguali è il centro di questa 
curva. 

Si ottengono i punti ov’ essa taglia gli assi dei t e de- 
gli u , facendo successivamente nella sua equazione, u = 0, 
< = 0 e si hanno 
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questo processo t conforme a quello eh’ è stato detto al 
n.° 274 , per determinare i rertici della curva. 

Se F" soltanto fosse negativo, l’equazione y^'u’ + C'/’ 
= — • F' non apparterrebbe a curva veruna , ciò è evidente; 
ma se F fosse nullo, si avrebbe 

'«• + C '<* = 0 ; 

cquazioue che si verificherebbe facendo alla volta t 0 , 
u = 0 , e che non rappresenterebbe allora che un punto 
situato all’ origine stessa delle coordinate. 

Suppongbiamo che A' e C siano di segni diversi , nel 
qual caso 4AC • — £* è negativo : si ha 

A'u* — C'l‘=F‘, 
e per 1’ equazione polare , 

{J' cos.* f — C sen.* y ) r'=iF' , 

F' 

ossia A ' cos.’ f — C sen.* y = — , 

per conseguenza 

F 

A ' cos.* y — C sen.* y " 

il valore di r sarà dunque positivo o negativo , reale o 
immaginario ; sarà reale tanto che F‘ essendo positivo , si 
avrà 

A ' cos.* y > C sen.* y , 
o tang.* ? < , 

Oppure quando F* essendo negativo, si avr^ 

? > -c7 J 

e sarà immaginario nelle circostanze contrarie. 

Dall’ ipotesi r = oo si deduce 

A ' cos.* y — C sen.* y = 0 , 
e perciò , tang. y =: rh 

Dunque in questo caso , l’angolo y ha due valori reali 
di segni contrarii ; dunque la curva attuale ha dei punti 
situati all’ infinito in due sensi opposti ; questa è adunque 
r iperbola. Questa curva ha come 1’ elisse un’ infinità di 
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diametri ; poiché i due valori reali d' r sono e^, .ali c di 
segni coiitrarii, e devono per questa ragione, essere portati 
sulla medesima linea a destra cd a sinistra dcU’origìne del- 
le coordinate o del centro della curva della quale si tratta. 

Si ottengono i due vertici reali di questa curva , facen- 
do nella sua equazione , t 0 , ciò che dà 



u 




(mesti due vertici sono dunque sull’asse degli u ad eguali 
distanze dall’ origine o dal centro. L’ ipotesi di u = 0 dà 



t — it 




così r iperbola non incontra punto l'asse delle l j conside- 
rando però quest’ ultima espressione come reale , si ha la 
grandezza del secondo semi-asse di questa curva ( n.° 2'l(3]. 

Se si avesse f = 0 , 1’ equazione ^/'u* = C't* , 
o « = 



darebbe luogo a due rette poste simmetricamente al diso- 
pra e al disotto dell’asse delle t, c passando per l’origine. 

Egli è fìnalmenle facile 1’ assicurarsi ebe lu curva data 
dall’ equazione ji'u'* == E't' , s' estende soltanto all’ infini- 
to , alla destra o alla sinistra delibasse degli u' ; questa è 
quella qurva ebe viene denominata parabola. 

287. E &cile osservare ebe le tre specie di curve che 
abbiamo riconosciute nell’ equazione (I ) , sono comprese 
nella trasformata 

C'/'*— £r = o, 

che dà 1’ elisse , quando iAC — 5’ è positivo , 1’ iperbola 
nel caso contrario , e che comprende la paralwla quando 
4JC = B*. 

Ma ebe cosa può rappresentare in Geometria 1’ equa- 
zione , 

- 1 - D'u =F? 

questo é quello che ci rimane ad osservare. Risolvendola 
rapporto ad u , si trova 

ÌA' 

Quest* espressione essendo indipendente dall’ ascissa I e 
suscettibile di due valori , ne segue che rappresenta due 
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ossia sviluppando ed ordinando 



a'q' u* a' n' t'-+~2a'nq ut — a'b' 

-\r2b'mp 



Tale è l’ equazione dell’ elisse riferita a delle coordinate 
qualunque. Se per fare sparire il termine in ut si pone 
2a'nq 2b 'mp = 0 , 
r equazione precedente si ridurrà 

(a'gr'-f b'p') u'+ (a’rt’+ b'm‘) «>= a^b' , 

e la curva sarà riferita a due diametri conjugati qua- 
lunque. 

Per trovare la grandezza di questi diametri , sia qui 
fatto successivamente it = 0 , t =: 0 ( n.“ 274 ); si avrà 
indicando successivamente per a' e b' i valori risultanti 
di t e di u , 



a"=z 



a*i" 



a'n' + b'm' ’ 



b" = 



a’b' 



a'ij' + b'p' 



( 2 ) 



e r equazione dell’ elisse sarà 

«'•li* -l^b"t' =z a" b". 

Non deve esserci dubbio veruno sulla possibilità dell’ at- 
tuale trasformazione , perché a causa delle tre equazioni 
di condizione 

m' n’ = 1 ; p' -}- i/* =: 1 
a'nq -)- b'mp = 0 , 

fra le quattro quantità /;i,n,^,f,si può disporre d’una 
qualunque di quelle , ed ottenere sempre dei valori reali 
per le altre quantità. Infatti la terza equazione di condi- 
zione potendo scriversi così , 

«’ -+-Ò* — = 0, 

ossia a* -)- ò* cot. y cot. 8 = 0, 

ci mostra che qualunque valore si supponga a <f , c|uello 
della cot. 8 sarà sempre reale ; c’ è dunque un’ infinità di 
sistemi di diametri conjugati , nei quali 1’ equazione del- 
r elisse è assolutamente simile a quella relativa agli assi. 
Vediamo adesso se questa medesima proprietà esiste quan- 
do l’angolo delle nuove coordinate è retto. In quest’ ipotesi 

8 — y = 100®, 

e siccome già 1’ abbiamo detto ( n.'* 282 ) 
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seo. 6 — cos. <f , cos. 0 — — i sen. f ; 

i due rapporti = P*”!" 9 ’— ■*> rientrano dun- 

que r uno nell’ altro , o ciò eh’ è lo stesso , sono identici, 
lo quanto all’ equazione di condizione 

a*nq b'mp = 0 , 

essa diviene , 

la' sen. f cos. <f — 2b' sen. 7 cos. f = 0 , 

o perchè 2 sen. f cos. f = sen. 2f ( n.° 21 7 ) , si cangia 
in questa, 

(a’ — b' ) sen. 2 y = 0 ; 
la quale unicamente dà 

sen. 2 j> = 0,07 = 0 ; 

ciò che c' insegna che i nuovi assi rettangolari si confon- 
dono cogli assi primitivi ; conseguentemente non esiste che 
un sistema di questa natura in cui l’equazione dell’ elisse 
possa avere la torma (1). Ma se si avesse a=ò, nel qual 
caso r elisse si cangerebbe in circolo , la relazione 

(a' — b' ) sen. 2 ^ = 0 , 

sarebbe sempre soddisfatta , qualunque si fosse il valore 
di f ; dunque quest’ ultima curva può essere riferita ad 
un’infinità di sistemi d’assi rettangolari, rapporto ai quali 
la sua equazione ba la forma x' = a*. 

Le relazioni (2) ebe hanno luogo tra le quantità a, b, 
a', b\ non sono le più semplici ebe sia possibile di trova- 
re. Infatti moltiplicandole r una per 1’ altra , si ottiene 

a'-b''= 

+ a‘b‘m'q' + a'b'n'p' -\-b^m'p' ’ 

e se si alza a quadrato l’equazione di condizione a'nq-\-b'mp 
0 , si ha 

a'^n'q' 2a'b'mnpq -|- b'^m'p' = 0 , 

ossia 

a‘*n'q' -\-b‘*m'p' = — ‘la'b'mnpq -, 

introducendo questo valore nel denominatore del valore 
di a"b'', questo denominatore diverrà un quadrato per- 
fetto , e si avrà dopo avere semplicizzato ed estratta la 
radice quadrata dai due membri , 
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cùb' = 



ah 



mq — np 



mq — np =cos. j> sen. 9 — sen. <f cos. 9 = sen. (9 — j>) (n.» 216) 
dunque 

a'b' sen. (9 — <f)—ab, ossia Aa'b' sen. (9 — j>) = 2a X 2A , 
ora se si fa attenzione che a'b' sen. (9 — y) è 1’ area d’un 
parallelogrammo i cui lati facendo 1’ angolo 9 — y , sono 
a', e b'j si conchiuderii da questo risultamento che (6g. 21 3), 
il rettangolo costruito sugli assi d’ un disse è equiva- 
lente al parallelogrammo costruito su" suoi diametri co- 
niugati. 

Cerchiamo adesso una proprietà assolutamente indipen- 
dente dall’ angolo di questi diametri ; poiché siccome ab- 
biamo le cinque equazioni , 



(0>'n‘ + n‘ = i; {2) , p' -\-q’~^i 



(3) , a‘nq + b'mp = 0 ; 

(4) , a" = — — ; (5) , b“ = - ; 



si concepisce che quelle (1), (2), (4), (5) , devono col 
processo d’ eliminazione , tare conoscere le quattro quan- 
tità m , n , p , q ; e che la sostituzione dei loro valori 
nell' equazione di condizione (3) , deve mettere questa 
proprietà in evidenza. Ecco una maniera semplicissima 
per effettuare questo calcolo. 

L’ equazione (1) e (4), che non rinchiudono che le in- 
cognite m , ed rt , possono essere scritte cosi , 



m’ -f- 71* = 1 , 

a."a'n' a'’b'm" z= a'b' ; • 

ora trattando n' ed m' come incognite al primo grado , 
quindi procedendo com’ è stato detto ( n.“ 63, àlgebra ) 
si avrà 

o'*(a« — i*) ’ af'(a' — h' ) ‘ 

Il secondo sistema d’ equazioni 



9 ' +A»* » . 

b"a'q' b"b'p' =za'b', 
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essendo perfettamente simile al primo sistema , l»asta per 
determinare p' e q' , ài cangiare a' in b' nei valori pre- 
cedenti di m* ed n* ; così si ha di seguito 

i>) 

P “ — i”) ’ ^ b'{u' — b‘) 

Ciò posto siccome V equazione di condizione (3) ritorna a 
a'nq = — b‘mp, 

si ha quadrandola 

a^n'q’ = b^m'p'. 

Sostituendoci per n’, ira*, p', q't • loro valori , e scac- 
ciando i denominatori , atteso che sarebbero i medesimi 
nel due membri, si otterrà 

(a’-^ò'*) = (a'* — **) (ò'*~ ò*). 
Sviluppando , riducendo , e decomponendo in fattori , si 
troverà. 

(a4_64) — (a* _ 6‘) (a* -|- 6*) =0, 

sopprimendo quindi il fattore comune a* — ò’, si avrà 
finalmente 

a" -t-ò'* =a*-t- ò* , 

ossia 4a” H- Ab" 4a* '+- 4ò‘ ; 

dunque nell' disse la somma dei quadrati dei diametri 
coniugati è eguale alla somma dei quadrati degli assi. 

Proprietà analoghe alV iperbola. 

290. L’ equazione di questa curva riferita al suoi assi , 
è per quello che precede, 

A'u^ — C'<* = f; 

—F' — F' 

cangiando a in t in x, e facendo C' — -^ , 

quest’ equazione prende la forma , 

— <i*/*4-ò‘x*= a*i*, 

oppure a'y^ — i*x* ss — a*ò* , 

che è quella che per un’ altra via abbiamo ottenuta 
( n.° 2l16 ) , e che per eonseguenza deriva dall’ equazione 
analoga dell’elisse, facendoci ò* negativo. Si deve allora pen- 
sare che se, per 1’ iperbola , si cangia la direzione delle 
coordinate, si giungerà alle medesime conseguenze che 
per r disse : cosi facendone il calcolo si trova prima 
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**/>*)«=—«***> 

quindi per F equazione di condizione^ 

a^nq — b^mp — 0 ; 

finalmente, per i valori dei quadrati dei semi-diametri 
coniugati, ^ 

” — a'n'--b'm‘ ’ a'q'—b'p' 

Non bisogna credere che questi valori siano ambedue 
del medesimo segno , poiché se si suppone che il secondo 
già negativo , la qual cosa succede quando a*^* > 6*/>* , si 
avrà al contrario 

a*«* ■< b'ni*. 

Risulta infatti da quest’ ipotesi, che 




e siccome dall'equazione precedente di condizione si deduce 



p o*n 

q A*//i ’ 

ne segue che 

^ f. o — < — > o finalmente an < brn ; 
iv» ^ i ’ 4 ^ ’ 

a'* è dunque allora positivo , e b‘* negativo ; ammettendo 
dunque che 

o’4” . _ a*4’ 

^ “ aVl> — 4*//i* ’ «*7’ — A*/»’ ’ 

l’equazione dell’ iperbola riferita ai suoi diametri conju- 
gati diverrà 

a'»u* — b'H* = — ; 



così questa curva ha pure un’ infinità di diametri coniu- 
gati , ma non taglierà mai l’ asse delle u. 

Continuando a procedere per l’ iperbola come per l’ elis- 
se ; si giungerebl» a queste due conseguenze , cioè : 

, f Nell’ iperbola (fig. 2f 4) il parallelogrammo costruito 
sopra i diametri conjugati è eguale al rettangolo degli assi. 

2.° La differenza dei quadrati dei diametri conjugati 
è eguale a quella dei quadrali degli assi. 
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Proprietà della parabola riferita ai suoi 
diametri conjugati. 



291. L’equazione della parabola c ( n.' 211 e 286 ) , 
y* — kx. 

Non può essere trasformala in un’ altra della medesima 
forma col semplice cangiamento di direzione delle coordi- 
nate , perchè l’ equazioni di condizione ricondurrebluTo 
alle coordinate primitive ; ma traslocando nel medesimo 
tempo l’ origine , la trasformazione ha luogo siccome ve- 
dremo. 

Sia dunque , 

avremo 

m*-+-/i*=l, p^ — \ 
e r equazione precedente diverrà 



n*/* 2nqut -4- ) 

+ (2^n — km)t -|- (ipq — ■ kp)u > = 0. 



Tale è quella della parabola riferita a due assi qualunque: 
per ridurla alla forma , 



facciamo. 



u‘=zk't; 



n r= 0 , = 0 , 2^ — kp — Q,p^ — «A = 0 , 

cosa permessa, atteso che le indeterminate sono sei. L’ ipo- 
tesi n = 0, o sen. 7=0, soddisfii alla seconda equazione 
nq=.Q-, e dalla terza si deduce 



S_ — 

p - 2p- 

Da ciò ne segue che tutti i diametri della parabola sono 

F aralleli al suo asse principale , e che la posizione del- 
asse degli n è data dall’ equazione 




il cui secondo membro esprime la tangente trigonometri- 
ca dell’ angolo delle nuove coordinate ; ora il rapporto 

8* — oA = 0, " 
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significa che la nuova origine le cui coordinate rettangolari 
sono «,e^, è uno dei punti della curva (n.‘ 268), ed af- 
finchè a resti indeterminata , questa nuova origine può 
essere presa ad arbitrio su’ rami della parabola ; il valore 
dunque dell’ angolo delle t , e delle u dipenderò da quello 
che si attribuirò all’ascissa o all’ordinata di quella nuova 
origine ; l’equazione dunque della parabola riferita ai suoi 
diametri conjugati , è 




Dunque finalmente , i Quadrati delle ordinate di questa 
curva sono proporzionali alle ascisse corrispondenti , 
qualunque stasi l" angolo delle coordinate. 

Tangenti alle curve di secondo grado. 

292. Se si concepisce che la parte d’nna secante com- 
presa in una curva diminuisca incessantemente, i due 
punti d’ intersezione si avvicineranno di piò in più 1’ uno 
all’altro, e quando la loro distanza sarò nulla, la secante 
diverrò tangente alla curva. Ecco uno dei metodi più 
semplici che possano impiegarsi per esprimere questa con- 
dizione coir analisi algebrica. 

Osserviamo primieramente che l’equazione generale delle 
curve del secondo grado , A'u* C't'* — ■ E't'=z 0 , trovata 
al n.° 285, può cangiandoci t' in x,u' in y, e dividendone 
tutti i termini per A' , essere messa sotto questa forma , 

y* s= mx 4- ux*. (4) 

Ciò premesso, (fig. 245 ) siano a, e p le coordinate po- 
sitive del punto Af ; l’equazione della tangente cercata, 
che deve passare per questo punto , sarò, n." 268 , 

X~p = A(x~cc), (T) 

nella quale A è una quantitò incognita che si tratta di 
determinare, e che quando le coordinate sono rettango- 
lari, come qui le supponghiamo, esprime la tangente tri- 
gonometrica dell’ angolo formato da questa linea e da 
quella delle ascisse. 

Riportiamo i punti della curva JVJV' a delle coordinate 
polari e perciò facciamo, n.°'284. 

X =: x' -4- r cos. f , =/'-4- r sen. y ; 



o per abbreviare , 
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X=ZX'-\-rp, y=zy'-\-rq. (AT) 

x' , y' indicando le coordinate ./éP' , PN' , del punto N' 
comune alla secante NN' ed alla curra; si avrà allora fra 
queste coordinate , il rapporto 

y* = mx'“)- wx'* ; (2) 

atteso che nell’equazione (I), x ed y devono cangiarsi 
respctti va mente in x\y ' ; e onesta medesima equazione (I) 
diverrà , introducendoci i valori (AT) , 

= m (x'+r/j) -f n(x’ + r/»)*. 

Se si sviluppasse quest’equazione, e si ordinasse rap- 
porto ad r, e evidente che si otterrehhe un risultamento 
della forma seguente 

i(fr* + ilr-hC = 0: 
che ridurrehhesi ad 

Afr+B = 0; 

perchè C, eh’ è indipendente da r , ha per valore y‘* 
— TOx' — nx'*, siccome risulta dallo sviluppo effettivo del- 
l’equazione precedente, e che questo valore è nullo in 
virtù del rapporto (2). Così , supponendo che la parte 
NN'zizr della retta AfTV si annienti , questa retU sarà 
tangenta alla curva , e risolverà la questione ; dunque al- 
lora, 



Tal’ è l’equazione eh’ esprime la condizione del contat- 
to. Si può dunque, nello sviluppo di cui si tratta, non 
avere riguardo che ai termini moltiplicati dalla prima 
potenza di r ; così si ha 

B == 2y'q — mp — 2npx‘ zx 0 ; 



d’ onde 



q ^ m + ìnx' 

7 = 



per conseguenza (fig. 215) l’equazione (T) della tangente 
diviene 



y — ? = 



2n'x’ + m 

2/ 



(X — «). 



(r> 



Se il punto M fosse dato sulla curva stessa (fig. 216 e 
217), SI avrebbe a = x’,p=y', ed allora l’equazione 
precedente diverrebbe , aggiungendo mx" — mx' nel secon- 
do membro , 



2yy' = x' (2nx-l-/»)-i-<TOX. (T") 
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Sia per esempio la parallela la cui equazione è y'* = 
si ba in questo caso m = k, ed n = o ; così 1’ equazione 
(7") della tangente a questa curva, diviene 

2yy=k{x'^x). (0 

Quando si obbliga questa retta a passare ad un punto 
esterno della curva , e le cui coordinate positive soaoaep, 
è chiaro ebe si ba 

2py=* ( x' -+-«). 

Combinando adesso quest’equazione con quella y*=zkx’ 
della curva, si avrebbero i valori d’x' e d’/, cioè le coor- 
dinate dei due punti di contatto, poiché per un punto 
preso esternamente alla parabola si possono condurre due 
tangenti. 

Se, (fig. 217) nell’equazione («") si fa y = 0, si avrà^T" 
o x= — x'; cioè che l’ascissa JT' del punto T' ove la 
tangente incontra l’asse delle x è, astrazione fatta del 
segno, eguale all’ascissa AP del punto di contatto M. 
La distanza PT' si chiama la sottotangente; così nella 
parabola la sottotangente è doppia delP ascissa corri- 
spondente. 

293. Una trasformazione assolutamente simile a quella 
che abbiamo effettuata sull’equazione y“ = /»x-^fix’, cs- 
seudo applicata all’ equazione 

o y'* = ffi'x'* n' , 

comune all’ disse ed all’ iperbola , prendendo i loro centri 
per origine delle coordinate, condurrebbe all’ equazione 
della tangente riferita alla medesima origine; così si tro- 
verebbe per quest’ equazione , 

y— — i (0 

ma quando il punto dato è quello del contatto, si ba 
a=x', p ~y , e questo risultamento si cangia allora in 
quest’ altro, 

yy + = «' J ('") 

dopo avere aggiunto dalla medesima parte n' — ■ n' , ed ave- 
re ridotto. 

Per applicare quest’ ultima formula a dei casi partico- 
lari, sia primieramente 

a‘/‘-i-b‘x'‘z=a‘b‘ i 
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O /•=--x'* + 6>; 

A» 

si avrà allora m‘ = «' , 

a* 

e la sostituzione di questi valori dà 

«*//' 4" 6*jcx' = a*A* , 

per equazione della tangente aH’elisse. Quando questa li- 
nea è costretta a passare per un punto esterno a questa 
curva, si cangia x in a ed / in |3, perchè si suppone che 
a e p siano le coordinate di questo punto. 

Se i due assi dell’elisse fossero eguali, questa curva si 
cangerehbe in un circolo, ed in questo caso si avrebbe 
a = l'equazione dunque della tangente al circolo è 

yy' -J- xx' = a* . 
essendone a il raggio. 

Finalmente l’equazione dell’ iperbole essendo «V* — 

~ — quella della sua tangente è evidentemente 

a*// — b*xx' — — a*b‘. 

Bisognerebbe in queste due ultime formule , cangiare 
come precedentemente , x in « , ed ^ in p , se a , e ^ in- 
dicassero le coordinate d' un punto particolare per cui 
la tangente dovesse passare. 

294. Egli è importante l’osservare che si perverrebbe 
ancora a dei risultamenti simili, quand’anche si combi- 
nasse r equazione della retta con quelle delle curve del 
secondo ordine riferite ai loro diametri coniugati ; in 
questo caso però questa retta dovrebbe essere riferita al 
medesimo sistema di coordinate oblique come queste cur- 
ve, e non sarebbe più vero il dire che nell' equazione 

(T), A •=. — h una tangente trigonometrica ; questo coeffi- 
ciente sarebbe semplicemente II rapporto d’ una ordinata q 
all’ascissa corrispondente p d’uno dei punti della retta 
della quale si tratta. 

295. S’ Intende per normale ad una curva , la perpen- 
dicolare alla tangente , condotta dal punto di contatto. 
La lunghezza della normale si conta da questo punto di 
contatto fino al punto ove taglia I’ asse delle ascisse. Così 
MN, (fig. 216) perpendicolare alla tangente MT all’ elisse 
è la normale di questa curva ; segue ora da quello eh’ è 
stato detto al n.° 269, che 1’ equazione della normale alle 
curve del secondo grado è generalmente , 
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y_y = _ _ ( X— .r'), 

x ' , y essendo le coordinate rettangolari del punto di 
contatto, ed x, ^ quelle d’ un punto qualunque della 



normale; ma a causa di 



2nx' ■ 



’^y 



, si ha , 



y — y = 



— y 



( X — x' ). 



2 / 40 .' m 

296. Non ci fermeremo a fere vedere come si può de- 
terminare , nelle curve attuali, 1’ espressione della normale 
MN, della totlonormale NP , come pure delle altre linee 
che si è soliti considerare; faremo però conoscere una 
proprietò molto rimarchevole delle tangenti. 

Cerchiamo primieramente nell’ disse fl*/’ "l"ò*x*=a*ò*, 
l’equazione dei raggi vettori FM,F'M. Il primo passando 
per il punto M, le cui coordinate sono x\y‘, ha perequa- 
zione. 

y —y=:k{x — x')-, 

Ma per il n.° 274, la distanza c — ò’ ; e 

perchè la tangente trigonometrica dell’ angolo MFS è ne- 
gativa (n.°214}, si ha 

* — PF — c — x<’ 



per conseguenza l’ equazione precedente diviene. 



y—y =• 



C — ‘ x' 



( X — x' ) . 



Da un altro canto la tangente MT ha per equazione, 

ò*Xf , , 

y — / = — (x — x'),o seinplicemeate / — y'—J (x — x'). 

Così questa linea ed il raggio vettore FM formano un 
angolo la cui tangente trigonometrica ha per espressione 
(n.“ 217) 

— k 

T+37» ■ 

mettendo qui per e k i loro valori , e riducendo me- 
diante il rapporto a* — b* — c*, verrà 

6‘ 

tang. FMT— . 

Senza intraprendere un calcolo analogo a questo , per 
determinare T equazione del raggio vettore F'M, si vede 
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che basta fare e negativo nelle formule precedenti, per- 
chè AF' è situato ali’ opposto di AF\ si avrà tosto dunque, 

tang. F'MT — — ^ . 

Cf 1 

Da ciò conchiudiamo che gli angoli iTMT, 7* avendo I 
le loro tangenti trigonometriche eguali e di segni contrarli, 
sono supplementi Tuna dell’altra, e per conseguenza che 
r angolo T'MF' = TMF; proprietà che ha egualmente 
luogo per r iperbole, siccome e facile il convincersene. 

Si dimostra in fisica che un raggio di luce venendo a 
colpire in M un corpo opaco , è riflesso dalla superficie 
di questo corpo, in mono che l’angolo di riflessione è 
eguale a quello d’incidenza; cosi un raggio luminoso che 
partisse dal punto F, e venisse a colpire in M una super- 
ficie elittica , sarebbe riflesso in F 

297. Quando l’asse maggiore d’un elisse è infinito , questa 
curva degenera in parabola, ed uno dei raggi vettori 
che prende allora il nome di diametro, diviene parallelo a 
quest' asse ; tutti i raggi luminosi dunque partendo dal 
fuoco d’ nna superficie parabolica , sono riflessi paralella- 
mente all’ asse di questa superficie ; questo infatti è ciò 
che insegnerebbe il metodo del calcolo precedente , poiché 
si troverrebbe che gli angoli FMT' , F'MT sono eguali. 

Risulta dunque da queuo che precede; ( fig. 217] che 
nelle tre curve del secondo ordine , la normale divide 
sempre in due parti eguali l’ angolo formato dai due raggi | 
vettori , proprietà che presenta un mezzo semplicissimo per 
condurre una tangente ad una di quelle curve , allorquando 
è dato il punto di contatto. 

Degli asintoti. 

298. Sappiamo da quello che precede , che la tangente 
all’ ipcrhola (fig. 218), condotta dal punto Af, le cui coor- 
dinate AP, PM sono x' 1 y' , ha per equazione, 

a^yy' — b'^xx' — — a’ò* : 

ora, per determinare la distanza PT, che dicesi la sollo- 
tangente , bisogna prima fare y =z0 in quest’ equazione 
perchè 1’ ordinata è nulla al punto T; si avrà dunque in 
seguito , 

AToasìaxxs-^ , 
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d' onde 



PT—AP — AT—x' — 



a* 

x' 




È da osservarsi die il valore AT tanto più diminui" 
rà, in (guanto che l’ascissa AP sarà più grande, ma che 
giammai avremo AT—O., perchè il numeratore della 
< 2 * 

frazione — è una quantità costante ; pertanto questo va- 
lore potrà essere preso tanto piccolo quanto si vorrà. Cosi 
il punto A h i\ limite presso cui incessantemente s’ avvi- 
cina il punto T. In pari circostanza, l’angolo MTP va 
vie più diminuendo ; e siccome si ha 



tane. MTP — Az= = 

6 



«X' 



- a'J/ X « — a‘ 

facendo attenzione che l’ equazione della curva dà 

— fl*A» 

r* = r; 1 



si puù scrivere, 

tang. MTP 



h 




d’ onde si vede che a misura che la frazione — diminui- 
sce, il valore della tang. MTP tende a divenire eguale 
a — ; ma se al vertice B dell’ iperbola si alza al semi-asse 
AB la perpendicolare BK = ù , c si conduce AKI, 1’ an- 
golo BAK avrà per tangente trigonometrica — , quest' an- 
golo dunque è un limite cui quello JtfZT non arriverebbe, 
potendocisi per altro incessantemente avvicinare ; la retta 
dunque AKI è nel medesimo tempo il limite di tutte le 
tangenti del ramo BM dell’ iperbola. Questa retta AKI 
viene denominata asintoto : ne esiste evidentemente un 
altro AK'I', situato al disotto dell’asse delle X, e fa- 
cendo con quest’ asse lo stcss’ angolo del primo. Prolun- 
gando finalmente questi due asintoti dal lato delle x ne- 
gative , saranno nel medesimo tempo quelli dei due rami 
dell’ iperbola opposta. Egli è dunque vero che i rami di 
questa enrva , s’ avvicinano incessantemente agli asintoti , 
senza però mai toccargli. 
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Per fare adesso conoscere la semplicizzazione tU cni 
r equazione dell’ iperbola è suscettibile , allorquando si 
scelgono i suoi asintoti per assi delle coordinate , trasfor- 
meremo sotto questo punto di vista 1’ equazione di questa 
curva , per mezzo delle formule generali, 
X'=imt’\-pu,y=.rU-\- qu. 

Quest’ equazione eh’ è 

— — <1*6* , 

diverrà dunque 

( — b*p* ) M* -t- 2 ( a*nq — b'^mp ) ut 

M- ( — 6‘/n* ) f = — a*i*; 

ma nel caso attuale, 

— = tang. BAKzx ~ , e -- =:tang. BAK' ^ — - 
m ° a ’ p ^ a 



d’ onde 



n> 4* q' 4* 

m* a* ’ p' ~~ a* ’ 



rapporti ebe ci fanno vedere che i coefficienti dell’ u* e 
del t* SOI 



boia, 



sono nulli ; si ba dunque per equazione dell’ iper- 



utzx 



— a*4» 



2 — b’mp') ' 



(1) 



Inoltre a causa di 



e di m‘+n* = 1,(0.“ 215) 



m’ a* 

si deduce m = 



|/ a» -*■ 4* 
Parimente a causa di 



, ed n =: 



\/ a' + b' 



si deduce 



■;; = ^,edi^* + 9*=:1. 



:> ey ; 



— 4 



a* -+• 4* 

Si prende qui negativo il valore di q , perchè in virtù 
q _ —b 



dei rapporti - 
contraili. 



, p e q devono essere di segni 
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Da ciò nc segue che 

2 ( a-nq —b'nip ) = — 4 , 

per conseguenza l’equazione (1) della curva è semplicemente 



a’ 

ut = — : — = Jlf* 



Tale è quella che abbiamo in vista di trovare. Se l’ iper- 
bola fosse equilatera , la sua equazione sarebbe evidente- 
mente 



a* 




e r angolo degli asintoti sarebbe retto. 

299. Avanti di passare ad altre teorie , dimostreremo an- 
cora un’ altra proprietà molto rimarcabile dell’ iperbola cioè; 
( fig. 2t 4 ) Se per un punto M ' qualunque di questa cur- 
va si conduce una secante M ' N “ , le due parti M ' N ' , 
M"N" di questa retta^ comprese fra ogni ramo dell" iper- 
bola e suo asintoto , saranno eguali. 

Prendiamo per assi delle coordinate , gli asintoti AN ", 
AN' , ed indichiamo con x'y' , a;'y" le coordinate oblique 
dei punti Jtf' , Jtf" dell’ iperbola per cui passa la secante 
N'N'. L’equazione di questa retta, tino che contiene il 
punto A/'j sarà della forma. ( n.“ 268) , 
y~y' = A {x~x‘) ; 

per la medesima ragione si avrà relativamente al punto M' 

y-/ = A{x-X«)] 
e quindi y' — y‘ = A {x — a:'') j ^ 

Da un altro canto l’ iperbola riferita ai suoi asintoti, 
fornirà per quello che precede , questi due rapporti 

x'y = Jif* , xV“ — j 

i quali essendo sottratti I’ uno dall’ altro, danno 

*y~xV = o, 

che può mettersi sotto questa forma, 

c che m, virtù della seconda (a) si cangia in quest’ altra 
Ax^x'—x") (x' — x") = 0 , 

ossia 

(x^x")C/-t->^x') = 0. 

Corso di T. 
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Ora il primo fettore di quest’ equazione non potendo es- 
sere nullo , ne segue che 



y’ ^x‘ =: 0 , e che per conseguenza x' = 




espressione di Q'N' ; 

Facendo quindi y=0 nella prima eqnazinne (a), per 
avere l’ascissa x del punto N' ove la secante incontra 
1’ asse AN ' ; si avrà 



X — x' = 




» 



cioè il valore di 

dunque Q'iV' = i”iV", dunque ( n.® 18) i due triangoli 
Q'M'N' , ‘ sono eguali; dunque finalmente N'M' 

eh' è appunto la proprietà enunciata. 

Ne succede da ciò un metodo semplicissimo per condur- 
re una tangente aH’iperbola riferita ai suoi asintoti, quan- 
do il punto per cui questa retta deve passare è dato su 
questa curva. Infatti sia m il punto dato di contatto; con- 
ducete np parallela all’asintoto e prendete pnxxAp-, 
la retta nmii sarà la tangente richiesta. Tutto ciò è evi- 
dente per quello che è stato dimostrato. 



CAPITOLO III. 

PRIHCIPII DI GEOMETRIA A TRE DIMERSIOJII. 

300. Non ahhiamo considerato, nei capitoli precedenti , 
che punti e linee descritte sopra un piano e riferite a due 
assi. Guarderemo la cosa adesso sotto il punto di vista 
più generale, cioè supporremo, come nel libro III., che 
1 punti dello spazio siano riferiti a tre piani coordinati 
rettangolari; malgrado però l’utilità ed attrattive di que- 
sto genere di considerazioni , entreremo in pochi partico- 
lari relativamente a ciò ; atteso che non ahhiamo altro 
scopo che quello di fare I’ analisi del piccolo numero di 
proposizioni di geometria suscettibile di trovare delle ap- 
plicazioni nella meccanica elementare. 

301. Ahhiamo già osservato ( fig. 141 ) che un punto 
era dato nello spazio dalle sue distanze a tre piani per- 
pendicolari fra loro. Queste distanze si chiamano le coor- 
dinate di questo punto. Cosi , un , nJ/' , M 'M sono le 
coordinate del punto M situato nello spazio. S’ indicano 
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comunemente queste distause respettive con jc , y , z , 
quando sono supposte indeterminate , e con x',y', z' nella 
supposizione che siano cognite. In questo caso la retta ab 
si chiama I’ asse delle x ; la retta ac I’ asse delle y , la 
retta ad , l’ asse delle z. 

I tre piani rettangolari cab ,cad , bad, i cui assi jc, y, z, 
sono le intersezioni , essendo prolungati in tatti i sensi , 
formano evidentemente otto angoli triedri eguali. Quando 
il punto dello spazio è nella regione bade , le sue coor- 
dinate sono positive. Sarà fàcile il determinare il segno 
d’ ogni coordinata , se si fa attenzione che l’ asse ab pro- 
lungato al di là dell’origine a è negativo, e che lo stesso 
succede degli altri, assi ac, ad. 

302. Segue dal n.® 180 , che se per r s'indica la di- 
stanza aM, diagonale del paralellcpipedo rettangolo anIU'M, 
avremo , 

r* = X’ -\-y' z’. 

Quest’ equazione , nella quale r può essere considerata 
come costante, ed .c,y, z, come variabili, soddisfa ne- 
cessariamente a tutti i punti della superficie d’ una sfera 
del raggio r, e di cui il centro è l’origine a delle coor- 
dinate : per questa ragione anche essa viene detta quella 
della sfera. 

Per trovare l’ equazione della traccia della superficie 
della sfera sul piano bac o xy, si vede bene che bisogna 
fare z=z0, perchè tutti i puuti di questa traccia sono in 
questo piano; dunque, 

è l’equazione della traccia di cui si tratta, o del circolo 
generatore della sfera. Parimente , 

r* = X* z* ed /•* = y* z*. 

sono respeltivamente l’ equazioni dell’ intersezione della 
sfera coi piani xz , yz. 

Siano adesso (fig. 158) x, y, z le coordinate del pun- 
to M, ed x' , y' , z', quelle del punto N. La distanza di 
questi due punti sarà , 

iI = >/(x-z')*-Hy-y’)* + (z-z’)-. 

Infatti nel trapezio rettangolo M'mnN' , si ha 

WN'* = -V- { M'm — N‘n )• ; 

= (x’-x)‘ + (j'-y')*; 
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parimonte nel trapezio rettangolo M'MNN', si ha 
= WN'* — MM' )• 

= + )* + (='-*)■; 

dunque 

/{• = (x— X')* + (r— y)* + (s-z')*- 

Se si suppone che R sia costante, e che siano 

le coordinate del centro d’ una sfera del raggio R, questa 
ultima equazione sar^ quella di questa sfera , ed x, / , z 
saranno le coordinate d’ un punto qualunque della sua 
superficie. 

303. Quando una retta è situata nello spazio , è data di 
posizione dalle sue rappresentazioni su’ due plani coordi- 
nati ( n.® 181 ). Sia, per esempio , MN questa retta ; l’equa- 
zione della sua rappresentazione orizzontale M'N' sarà di 
questa forma , 

y = ax + a ; 

e V equazione della sua rappresentazione verticale sarà pa- 
rimente 

* = ix p. 

Se si volesse adesso avere la rappresentazione di questa 
medesima retta sul piano cad o d’^z ; bisocnerehbe elimi- 
nare X ira queste due equazioni ^ poiché questa terza 
rappresentazione è data dall’ altre due { n.“ lo! ). 

oe la retta proposta dovesse passare per un punto che 
avesse x' , jr' , z' per coordinate, 1’ equazioni delle sue 
rappresentazioni sarebbero, operando come al n.® 268, 

y— y = a(x — x'), 
z — z' = b (x — x'), 

nelle quali x,y, z apparterrcbl>ero ad un punto qualun- 
que di quella retta. 

Se si costringesse inoltre a passare per un secondo pun- 
to che avesse x" , y" , z" per coordinate , si avrebbe evi- 
dentemente , 

y" — y' = a ( x' — x' ) d’ onde a — 

* X 

z* — z' =: A ( x" — x' ) d’ onde b = ; 

ed allora l’ equazioni precedenti diverrebbero , 
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s''— 5' 

2 — 2 ' = ^Tz:^ ( »■ — ^' ) ; 



Si osservi bene che i valori precedenti di a e 6 sono 
quelli delle tangenti trigonometriche degli angoli che le 
rappresentazioni di MN su’ piani xy ed a:z, fanno respet- 
tivamente coll’ asse delle x; e che le costanti a , e ^ sarebne- 
ro necessariamente nulle, se la retta passasse per 1’ origine 
delle coordinate. 

304. Si sa per il n.“ 186, che quando due rette sono 
parallele nello spazio , le loro rappresentazioni sopra ogni 
piano coordinato sono esse pure parallele. Siano adunque, 

y =z ax X , 
z = ùx lì, 

ì’ equazioni d’ una retta : quelle d’ un’ altra retta che gli 
sia parallela , saranno ( n.° 267 ) , 

y = ai -j- a' , 
z ~ bx p' , 

restando a' e p' indeterminate , perchè vi è un’ inBnità di 
rette che possono essere parallele alla proposta : cesserel)- 
bero però d’ esserlo , se questa seconda retta dovesse pas- 
sare per un punto dato. 

305. Trovarti l’angolo di due rellc situale nello spazio, 
e date di posizione rapporto a tre assi rettangolari. 

Supponghiamo (6g. 141), per maggiore semplicità, che 
queste due rette partano dall’ origine a delle coordinate 
rettangolari, e consideriamo aj4f come una di quelle; que- 
sta retta sarà data di posizione nello spazio , se gli angoli 
Mah, Mac , Mad , cu essa fa cogli assi x, y , z, sono 
noti. Parimente un’ altra retta aN sarebbe data di posizio- 
ne , se gli angoli Nab , Nac , Nad, fossero noti. 

Siano allora, 

Mab = X ed Nab = X', 

Mac = y Nac = ¥' , 

Mad = Z Nad = Z ' , 

quindi prendiamo aM~aN ; facciamo aM—r ; indichia- 
mo per X , y, z le coordinate del punto M ; e per x ' , y\ z' 
quelle del punto N. 
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Ciò posto , si avrà ( n.® 302 ), 

ma nel triangolo aMn rettangolo in n , si ha ( n.°219], 
(hcendo il raggio delle tavole eguale all’ unità , 
tìn = X =z r cos. X, 

parimente nel triangolo rettangolo aMn', si ha 
an' ~ y = r cos. V, 

finalmente nel triangolo rettangolo aMn' , si ha 
an* = z = r cos. Z. 



Sostituendo questi valori nella prima equazione ( m ) si 
ottiene questo rapporto rimarcabile, 

t xz cos.* X -J- cos.* Y cos.* Z. (n) 

La seconda equazione {m) dareblse dunque pure 

1 =: cos.* X' 4- cos.* Y' cos.* Z' ; {b) 

Così la somma dei quadrati dei coseni degli angoli 
che una retta fa coi tre assi rettangolari è eguale al- 
l’ unita, o al quadrato del raggio delle tavole. 

Adesso; siccome per il teorema del n.® 223 il triangolo 
aMN dà 



MX = aM -j- fliV’ — 2flt-W X aX X cos. V-, 

indicando V l’angolo delle due rette aM , aN , si ha 
nell’ ipotesi attuale , ed avendo riguardo ai rapporti ot- 
tenuti al n.® 302 ; 

(x — x')* + (y — y )* + (z— z’ )* = 2r*— 2r* cos. F; 

quindi sviluppando e riducendo per mezzo delle formule 
(/n) , si trova 

xx' -|- yy' zz' = r* cos. F. 

Finalmente sostituendo per x,y,z, ec. , i loro valori 
precedenti , si ha definitivamente 

cos. F = cos. X cos. X' cos. Feos. Y' -j- cos. Z cos. Z', (n) 

cioè, che il coseno dell'angolo di due rette situate nello 
spazio è eguale alla somma fatta dei prodotti dei coseni 
degli angoli che formano respettivamente con ognuno de- 
gli assi rettangolari ; essendo tuttavia preso per unità 
il raggio delle tavole. 
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Sì può dare a questo risultamento una forma affatto 
diversa che è necessario conoscere. Prima di tatto osser- 
viamo che la rappresentazione sul piano delle xy della 
retta aM è aM che ha per equazione ( n.° 220 ) , 

y =: tang. ( M'ab )x =r ax. 
ma 



tang. {M'ab ) == ^ 



^ co»- y 

X cos. X 



a . 



Per la medesima ragione , siccome la rappresentazione ver- 
ticale di aM è aM, e che F equazione di questa rappre- 
sentazione è 



si ha 



z = tang. ( M ’ab)x bx , 

....... z COI. X 

tang. {M'ab) = — = ^ = b ; 

” X con. X 



egli è evidente che per la seconda retta aN, le cui equa- 
zioni di rappresentazione , sono 

y = a'x , z=zb'x, 

si ha parimente 

COS. , cos. Z' J 

/ — ~ ^ j -^/ 0 i 

cos. X 

d’ onde 



cos.» y = a* cos.’ X, cos.* Z =b* cos.’ X 
cos.* y = a'* cos.’ X', cos.’ Z’= b'' cos.’ X'. 

Mettendo questi valori nei rapporti {a) e {b) , si ottiene, 
facilmente 

cos. X— ^ — , cos. X' — — -■ * , 

y' < -t- a' -t- 6* \/i 

e perchè 1’ equazione (n) può essere messa sotto questa 
forma : 



cos. y— ^4 ~\- 



cos. y cos. y .COI. Z cos. 
coli. X cos. X' ' cos. X cos. 




cos. AT cos. X' 



egli è evidente che può essere cangiata in questa , 
cos. ^ = ( 4 aa' bb') cos. X cos. X'-, 
o in quest’ altra , 



cos. y — ■ 



• aaf H> bhf 



(«■) 



y/i -+■ a'. .+. 4'. 

Se l’angolo delle due rette proposte fosse retto, si 
avrebbe col cos. 0 , e conseguentemente , 
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tale è 1’ equazione di condizione ch’esiste in quest’ ipotesi. 

Quand’ anche queste rette non si tagliassero , le conclu- 
sioni precedenti sarebbero sempre le medesime , perchè 
si potrebbero condurre, per l’origine degli assi, due 
altre rette respettivamente parallele alle proposte, e che 
formerebbero assolutamente i medesimi angoli di quelle 
con questi assi. 



Equazione del piano. 



306. Per trovare un rapporto fra le coordinate i , y , s 
di tutti i punti d’ una superfìcie piana , siccome uno ne 
abbiamo gili ottenuto per la sfera, suppongbiamo che un 
piano sia generato dal movimento d’una retta che si rav- 
volge attorno ad un’ altra retta , e facendo costantemente 
con quest’ ultima un angolo di 100°. L’ equazioni della 
linea fìssa costretta a passare per un punto x' , y' , s’ , 
saranno 



y— y' = a{x~x') 
s — s' = è ( X — x' ) 



(P) 



Quelle della retta mobile condotta dal medesimo punto 
saranno in generale , 

y — y' = fl’ { X — x' ) I 

z — z' =z b' ( X — ■*' ) ) 

Ma siccome questa retta dev’ essere perpendicolare all’ al- 
tra , si avrà per il n.° precedente , i’ equazione di condi- 
zione 



1 4- aa’ -f bb' = 0; 

a' e b' essendo costanti per una medesima posizione della 
perpendicolare , ma variabili passando da una posizione 
ad nn’ altra. Mettendo qui per a' e b’ i loro valori dedotti 
dall’ equazioni (q), si otterrà 

"'7*' Hr «(>'—/),+ * (=, — 2') =0, ) /i, 

oppure X -fay bz~ ( x’ -f ay' -j- 6s' ) = 0. ) ' > 



È questa l’equazione d’ un piano condotto in un modo 
qualunque nello spazio, poiché a e b clie determinano la 
posizione della retta fìssa, e le coordinate x',y', 2 ’ sono af- 
fatto arbitrarie. Si può anche dire che quest’ equazione è 
quella d’un piano perpendicolare ad una retta data dalle sue 
rappresentazioni (p)j c che passa per nn punto dato x'y'zi. 
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Per rendere i calcoli più simmetrici , si è soliti dare 
all’ equazione generale precedente del primo grado a tre 
indeterminate , la forma 

+ C= + ZJ =: 0; (V) 

nel qual caso , 

z= a , ^ — ^ — {x' ay Ut!). 



Pertanto fra le quattro costanti À , B , C , D, tre so- 
lamente sono necessarie per particolarizzare questo piano. 
Nelle applicazioni si eguaglia all’ unità una di queste co- 
stapti , oppure si determina con condizioni particolari. 

E manitesto che si avranno 1’ equazioni delle due tracce 
del piano (1) su quello delle xy e delle xz, facendo suc- 
cessivamenle z = 0 ed / = 0. Quest’ equazioni sono 

By J) — 0 
j4x Cz D zzz: 0 j 

c le due tracce s’incontrano sull’asse delle x, in un pun- 
to la cui ascissa è 



D 




infatti , a questo punto si ha necessariamente alla volta 
0 , e z = 0. 

Se il piano (1 ') passasse per T origine delle coordinate, 
si avrebbe indispensabilmente D — 0; poiché quando x cd 
y sono nulli nel medesimo tempo, la coordinata z corri- 
spondente deve pure essere nulla, in virtù dell’ipotesi. 

307. Nulla adesso è più facile che il risolvere analitica- 
mente il problema del n.° 18d, in cui si tratta di deter- 
minare le rappresentazioni dell’ intersezione dei due piani 
dati ; poiché 1’ equazioni di questi piani essendo 



Jx By -Y Cz D' z= 0 
A'x B'y C'z D' z= a 



(*) 



la questione è ridotta ad attribuire alle indeterminate 
X, y,z, i medesimi valori in queste due equazioni , atteso 
che le coordinate dei punti dell’ intersezione dei due piani 
sono comuni all' equazioni di questi piani. Così, eliminan- 
do, per esempio, z fra 1’ equazioni (A), si avrà per risul- 
tante l’equazione della rappresentazione sul piano xy del- 
r intersezione proposta. 



« 
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Per trovare f angolo dei due piani {k) si concepiscano 
dall'origine delle coordinate due altri piani paralleli a 
questi , e due rette perpendicolari ad ognuno di essi ; que- 
sti nuovi piani che avranno per equazioni 

^ By Cz “ 0 f B'y C*z » 0 , 

e queste due rette le cui rappresentazioni saranno date 
dall’ equazioni 

= <71 j y — u'-* ] 

z = 1 z = b'x j ’ 

faranno il medesimo angolo dei piani proposti ; ora se- 
condo quello che si è veduto al n.” 306, si hanno questi 
rapporti , 




Se dunque ^indica l’angolo di questi due piani avremo 
in virtù del rapporto (n'} del n.° 303 , 

„ ji^'-i-BB' + CC' 

cos- — - — ■ ■ ■ — . 

Quando ^=400°, i piani di cui si tratta sono perpen- 
dicolari fra loro , e si ha semplicemente 

poiché in questo caso , cos. V zzi Q. 

Se i due piani (k) dovessero essere paralleli , le loro 
tracce sopra ognuno dei piani coordinati sarebbero pure 
respettivamente parallele fra loro : essendo allora le tracce 
del primo piano / 

A X •+• By D — 0 

Ax -4- Cz D ^ 0 ; 

e quelle del secondo piano essendo parimente 
A'x B'y D' 0 

A 'x C'z D ' z:: 0 ; 

bisogna assolatamente perchè siano parallele due a due 
che si abbia ( n.‘ 267 ) , 

A _ A A _ A 
B ~~ B' * C O ' 



Digitized by Goosic 



GEOMBTBIA ANALITICA. 1 39 

Da questi rapporti provenendo 

AB A'C 
£ _ - , C _ — ; 

la seconda equazione {h) diverrà 

{Bx By Cz) — + D' =: 0 , 

e sarà quella d’ un piano parallelo al primo. Se questo 
piano cercato dovesse inoltre passare per un punto le cui 
coordinate fossero x', y\ z', si avrebbe 

( Ax' By' Cz') — D'’=s.0\ 

e togliendo questo risultamento dall’ equazione precedente, 

verrà dopo avere diviso per , 

A (i — x') 4-B {y — y') + C(s — s')=0. 

308. L’ espressione della più corta distanza da un punto 
x' y z‘ ad un piano dato , si ottiene con un processo ana- 
logo a quello del n.® 270. Infatti 1’ equazioni della perpen- 
dicolare cercata sono^ ( n.® 306), 

y — / = (* — *') 

z — z' =zb ( I — x') 
r equazione del piano dato è 
Ax By Cz -f- D 0 
ossia A{x — x')~^B{y — y] 
facendo D' = D *4- A x' * 4 - By' -+- Cz' ; 

e la più corta distanza u ricercata ba per espressione 

uz=y {x — x'Y^ (/—>')* H- (* — 2')*- 
Sostituendo in quest’espressione per/ — z — z', i loro 
valori (1) avremo 

« = (*' — *) \/ 1 -H -f* ù* ; 

Ma le condizioni che esprimono che la retta (1) è perpen- 
dicolare al piano (2) sono ( n.® 306 ), 



3 = 0 I 

y') *1" ^ — z") -H D' = 0, 1 



M) 



( 2 ) 






per conseguenza 
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Non si tratta più che d’eliminare x ' — x di questo ri- 
sultaineiito : ora dall’ equazione (2) se nc deduce per mezzo 
di quelle (1). 

D' _ Al)' 

^ * À aB + bC A* + h’ 

&' onde 

T) D-^A x^ + By + Ct! 

'y'A' + H' + C' \/ A' B' -i- C* 

309. Non faremo ignorare eh’ esiste un metodo sempli- 
cissimo d’ ospriiiiurc analiticamente che un piano è dato 
di posizione nello spazio, quando è costretto ad essere 
perpendicolare ad una retta data di direzione e che passa 
per r origine. Supponghiamo prima per maggiore gene- 
ralità che jlf, ( fig. 219), piede di questa perpendicolare 
j4M, abbia per coordinate obli(|ue x , / , z , e che per le 
estremità di <|ueste coordinate si siano condotti dei piani 
perpendicolari a questa retta; la distanza AM — p sarà 
cviuentemcntc quella dei due piani estremi dei quali si 
tratta. Non è meno evidente che se s’indicano per a,j3, y, 
gli angoli che la retta p fa cogli assi delle x, y, z, le 
tre parti AR , RS , SAf, intercette fra i piani che si con- 
siderano, saranno respettivamente , 

X cos. « , y cos. jS , z cos. 7 ; 
cosi per la lunghezza della perpendicolare AM si avrà , 

X cos. “ 4- / cos. ^ -j- z cos. y -=z p , 

equazione che sarà nel medesimo tempo quella d’un piano 
perpendicolare alla retta yo , e che passi per la sua estre- 
mità M, eh’ è appunto quello che si ricercava. 

Ammettiamo adesso che gli assi AX, AY , AZ siano fra 
loro perpendicolari; in questo caso i coefficienti cos. a, 
cos. p, cos. 7 , saranno in virtù del n.“ 305 , collegati 
dall’ equazioni. 

cos.* a -j- cos.* |3 -^- cos.* 7=1. 

E facile da ciò dedurne un’ espressione semplicissima 
del coseno dell’ angolo formato da due piani riferiti a 
delle coordinate rettangolari : poiché siano 

X cos. X y cos. ^ z cos. y — p , 

X cos. y cos. j3' I cos. y =z p' , 

r equazioni di due piani dati ; le rette p , p' che gli sono 
respettivamente perpendicolari, e che passano per l’origi- 
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no , formeranno un angolo eguale all’ inclinazione di que- 
sti piani. Cosi, indicando con quest’ angolo , si avr^ 
subito , secondo il rapporto (n) del n.® 305 , 

cos. cos. a cos. a' -J- cos. |3 cos. |S' cos. y cos. y'. 

Se i piani attuali fossero perpendicolari fra loro , si 
avrebbe ^=100®, o cos. V ed allora 

cos. a cos. a' -h cos. p cos. |S' 4 - cos. y cos. y' =: 0. 

Se all’ opposto fossero 1’ uno all’ altro paralleli , si avreb- 
be f^—0, o cos. P' = ì ; per conseguenza 

cos. a cos. a' -4- cos. (3 cos. p' 4- cos. y cos. y' = I . 

Nelle applicazioni il calcolo è evidentemente più rapi- 
do , allorquando con una sola retta s' indica il coseno 
d’ un angolo. 

310. Potremmo giungere, colla medesima facilità, ad 
altri risultamcnti analitici mediante i quali si risolvereb- 
bero con molta eleganza tutti i problemi di geometria 
descrittiva riportati nel libro III. ; ma quello ebe precede 
basterà, senza dubbio , per fare comprendere a^ll alunni 
lo spirito delle dimostrazioni di alcuni principil di mec- 
canica fondati sulla teoria precedente, ebe formano l’ul- 
tima parte di quest'opera. In quanto a quelli che hanno 
un’ inclinazione particolare per lo studio delle scienze su- 
blimi mattematiche , troveranno in scritti più estesi, tutto 
quello eh’ è loro necessario per completare in questo 
genere la loro istruzione. 



FINE DEL TOMO TERZO. 
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LIBRO III. 

nozioni DI GEOMETRIA DESCRITTIVA. 

CAPITOLO I. 



Uc 



) Q punto è dato nello spazio dalle sue di«>tanie a tre pinni 
noti. N." ^80. 

11 quadrato della distanza d* un punto M da quello in cut ì tre piani 
coordinati s* incontrano, è eguale alla somma dei quadrali delle distan* 
ze del punto M da ciascuno di questi piani. ivi. 

Una retta è determinata di posizione nello spazio dalle sue rappre- 
sentazioni sopra i piani eoot dinoti. l8l. 

Le due rappresentazioni d* un medesimo punto si trovano sopra una 
medesima retta perpendicolare all* intersezione dei due piani di rappre> 
seotazione. ivi. 

(Jd piano è noto per le sue tracce o indici sopra ciascuno dei piani 
di rappresentazione. 183. 

Per mezzo delle intersezioni delle tracce di due pl.mi non paralleli 
si trovano le rappresentazioni deW intersezione dì questi piani. I8t, 

Le rappresentazioni di due punti fanno trovare quella della retta che 
passa per questi punti. l85. 

Le rappresentazioni di due rette parallele nello spazio sono esse me- 
desime parallele sopra ciascun piano di rappresentazione. 186. 

Si ha il mezzo di condurre per un punto dato una parallela ad una 
retu dau. 187. 

Posti questi princìpii, si trova T intersezione d*un piano e d* una 
retta. 188. 

Dato un piano , sì trova per ciascun ponto del piano orizzontale la 
coordinata verticale, vale a dire 1* altezza di quello che gli corrisponde 
nel piano dato. 189. 

Si deteroiina 1* angolo che fa una retta con ano dei piani di rappre> 
sentazioue. 190. 

Si trova r angolo che fa un piaoo dato con ciascuno dei piani di rap- 
presentazione. 191. 

Per un punto dato , si conduce un piano parallelo ad un altro piano 

dato. 192. 

Se una retta è perpendicolare ad nn piano , la sua traccia e la rap- 

presentazione di questa retta sul medesimo piano coordinato saranno per- 
pendicolari runa all* altra. 193. 

Questo principio serve a condurre per un punto dato una perpendico- 
lare ad un piauo dato , oppure un piano perpendicolare ad unu retta 
data. 194, 195. 
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Si detcrmiaaao le tracce d* un piano che passa per tre punti 
dall. N.® <96. 

Due rette non parallele essendo date nello spazio, se per una di esse 
sì conduce un piano parallelo all’ altra f la piu breve distanza di questo 
piano alla seconda retta sarà quella delle due rette. <97. 

Essendo dati i tre angoli piani che formano un angolo triedro , per 
mezzo di una costruzione piana si trova 1* angolo diedro che due di 
questi piani fauuo fra loro. <98. 

CAPITOLO II. 



Dei piani tangenti alle superficie curve. 

Un piano tangente ad una superficie curua contiene tutte le Ungenti 
possibili a quesU superfìcie pel punto di conUtto del piano. <99. 

Per mezzo di questo principio si trovano le tracce dui piano tangente 

ad un cilindro. 200. 

j4d un cono. 20 <. 

Ad una ^era. 202. 



LIBRO IV. 

DELLA LIVELLAEIOKE. 

CAPITOLO I. 

Teoria. 

Due punti sono fra loro a libello , quando appartengono ad una su« 
pcrficie sferica parallela a quella delle acque stagnanti. 203. 

\j* orizzonte o il piano orizzontale è il piano tangente alla superfìcie 
della terra , e che ha il luogo d* osservazione per punto di contatto, ivi. 

La verticale è il prolungamento del raggio terrestre perpendicolare 
atr orizzonte : questa è la direzione della gravità. ivi . 

Si chiama linea di livello appaiente un raggio visuale orizzontale. 201. 

Una linea curva qualunque tracciata sulla superfìcie della terra, è una 
linea di livello vero. ivi. 

Le altezze di livello apparente al disopra del livello vero, stanno fra 
loro come i quadrati delle tangenti corrispondenti, o anche degli archi. 205. 

Il punto ai mira è uno dei punti visibili del corpo verso cui si mira. 206 

La refrazione lo fa comparire comunemente più alto. ivi 

CAPITOLO IL 
Applicazione, «i 

La livella ad acqua è un tubo ricurvo dalle due cime , lermioalo da 
due boccette nelle quali sale T acqua ai due terzi incirca. 207. 

La mira è un cartone diviso per metà da una linea orizzontale ; una 
parte essendo nera, l'altra metà bianca. 208. 

La livellazione semplice determina con un solo tratto di livella la 
diversità d' altezza fra due punti. 209 , 2<0 , 2<< . 

Quando si coUegano due termini di livellaziooe con una zerie di li* 
veUaziooi semplici, si dice livellazione composta. 2<2. 
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LIBRO V, 

TBIOOSOMETRIA E GEODR.S1A. 

CAPITOLO I. 

Principii. 

Di sei parli il* uu tri^mgolo^ tre angoli e Ire lati, la tripononieltia 
ne dclerniiua ire per mez.zo degli altri tre, fra i filali trovasi un lato 
almeno. N." 2t3. 

il quarto della cìrcoiiferenr.a o il quadrante è di 90% o di 100". 2H. 
D’ onde ne viene die V aneolo retto è di 100% e che il complemento 
d* un angolo o d' un arco c la dilTereaiA di quest* arco a lUO". ivi 
li suo supplemento è la diflerensa di quest* arco o di quest* angolo a 
due angoli retti o a 200". ivi. 

il seno d* un arco c la perpendicolare abbassata dall* estremità di que* 
si* ureo sul raggio che passa per T altra estremila. ivi. 

Il coseno d* un arco è il seno del suo complemento. ivi. 

La tangente d* un arco è la tangente al circolo all’origine di que- 
st’arco, prolungata fino all’incontro della secante. ivi. 

La secante è il raggio condotto dall' estremità dell' arco , lino all* in- 
contro della tangente. ivi. 

il seno d'un arco è U metà della corda che sottende un arco doppio. 2i5. 
il quadralo del raggio è eguale alla somma dei quadrali del seno e 
dei coseno. ivi. 

La tangente è eguale al raggio moltiplicato per il seno , e diviso per 
il coseno. ivi. 

La cotangeote è eguale al raggio moltiplicato per il coseno e diviso 
per il seno. ivi. 

La secante è eguale al quadrato del raggio diviso per il coseno, ivi. 
La cosecante è eguale al quadrato del raggio diviso per il seno. ivi. 
11 seno della somma o della diiTereura di due archi, è eguale al prodotto 
del seno del primo per il coseno del secondo , più o meno il prodotto 
del seno del secondo per il coseno del primo , tutto diviso per il 
«ggio. 216. 

li coseno della somma o dell.n dilferenza di due archi , è eguale al 
prodotto dei loro coseni , meno o più il prodotto dei loro seni , diviso 
il tutto per il raggio. ivi. 

La somma dei seni di due archi , stà alla diirerenui di questi mede- 
simi seni , come la tangente della seiiiisocuma degli archi stà alla tan- 
gente della loro semidifierenu. 2t7. 

In Ogni triangolo rettangolo, il raggio stà al seno d* uno degli angoli 
acuti , coma 1* ipoteuusa sia al lato opposto a quest* angolo. 2(9. 

in ogni triangolo rettaugolo , il raggio sia alla tangente d’ uno degli 
angoli acuti , come il lato dell* angolo retto adiacente a quest* angolo 
stà al lato opposto. 220. 

Io un triangolo qualunque reltilÌDeo, i seni degli angoli stanno come 
i lati opposti. 22l. 

in ogni triangolo rettilineo ].i somma di due Iati stà alla loro difle- 
reoza , come la tangente delia semisomma degli angoli opposti a questi 
lati, stà alla tangente della loro seiniJifrerenz.i. 222. 

In un triangolo rettilìneo qualunque , il coseno d* uu angolo stà al 
raggio, come la somma dei quadrali dei bili clic compremloiio l’an* 
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golo , meno il quadrato del terzo , sta al doppio del prodotto dei due 
primi iati. N.° 223. 

In ogni triangolo in cui la perpendicolare cade al di dentro; la base 
•tà alla aoiUDia degli altri due iati, come la dilTcrenza di questi mede* 
aifiii lati sta alla diflcrenza dei segmenti. ivi. 

11 prodotto di due lati qualunque d' un triangolo, sta al prodotto 
delle «liilerenze di questi lati alia raetii del perimetro, come il quadrato 
del raggio sta al quadrato del seno della metà dell* angolo compreso 
fra questi lati ivi. 

Ne derivano da questi principii i principali rapporti fra gli angoli ed 
i lati d* liti triangolo sferico. 224. 

CAPITOLO II. 

Istrumenti adaitati a misurare gli angoli e le linee. 

11 grafometro è un semicircolo diviso in 200**; il bordo divìso chia- 
masi lembo \ i disroetri l'uno Usto l'altro mobile , sono guarniti <li tra- 
guardi o canocchiali. 11 diametro mobile chiamasi alidada] la sua 
estremità è guarnita d* un vernier che può dare i ventesimi <U grado. 
Il diametro Usso può portare una livella a bolla di' aria ^ per situarlo 
orizzontalmente. 225. 

li circolo ripetitore è un circolo guarnito da due canocchiali mobili \ 
può rimpiazzare il grafometro, ed ha il vantaggio di potere diminuire, 
quasi indeiìuitamenle , gli errori della divisione e quelli delie osserva- 
zioni. 226. 

L'angolo sotto cui vedesi l'elevazione d' un oggetto al disopra del- 
r orizzonte è un angolo d‘ elevazione \ quello sotto cui si vede il suo 
abbassamento al di sotto dell* orizzonte è un angolo di depressione. 227. 

CAPITOLO III. 

applicazioni. 

Sì determina la rappresentazione orizzontale d'una scesa della quale si 
conoscono la lunghezza e l* inclinazione , col princìpio del n.* 2<9. 230. 

Si calcola audio la corda e la freccia delr attoodamento della con- 
trascarpa. 231. 

Seguendo il principio del n.« 220 si determina la larghezza d* un 
fiume. 232. 

Si trova r angolo che la linea dì mira fa coll* asse prolungato , in 
un cannone di calibro e dimensioni note. 23.3. 

L* altezza coi s* alza la linea di mira ad nna data distanza. ivi. 

Colle formule trigonometriche , si determina 1* area d* nn triangolo 
rettilìneo, conoscendo due dei suoi lati e l'angolo ch'eszi comprendono, 
ed il raggio del circolo circoscritto ad un triangolo i cui tre lati sono 
dati ; per esempio , 

Si trova che 1* area del triangolo è eguale alla metà del prodotto di 
due iati , moltiplicata per il seno dell' angolo compreso. 234. 

£ che il raggio del circolo circoscritto è eguale al prodotto dei tre 
lati, diviso per il quadruplo dell* area del triangolo. ivi. 

Il raggio del circolo inscritto è eguale all* area del triangolo , divìsa 
per il suo semiperimetro. ivi. 

Si misura una distanza accessibile soltanto ad una delle sue estre- 
niità. 235 . 
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Si determina quanto sia più alto il bersaglio della batteria. N." 236. 

Si misura una piccola distanza, le cut cime souo soltanto accessibili , 
servendosi dì questo principio , cioè ; in ogni triangolo rettilineo , la 
somma di due iati sta alla loro diiTereuza , come la tangente della se- 
misomma degli angoli opposti a questi lati sta alla tangente della loro 
seniidiffereuxa. 237. 

Si determinano pure dirersi punti sopra una medesima linea, quando 
ostacoli impediscano di vederne le cime 1’ una dall* altra. 238. 

Da un punto dato sul terreno, si conduce uua retta parallela ad una 
retta inaccessibile. 239. 

Si determina la direzione della capitale d'un bastione inaccessibile 240. 

La posizione d* un punto d* onde si vedono altri tre punti le cui di- 
stanze respeliive sono note. 241. 

Si calcolano finalmente le diverse parti d* un fronte di fortificazione; 
Tangolo di tanaglia) la linea di difesa, Tangolo fiancheggiato, la coniua , 
1* angolo di spalla , l* angolo di fianco , ec. 242. 

CAPITOLO IV. 

Geodesìa. 

Si danno i mezzi di determinare le respeliive posizioni dei punti 



principali d' una pianta , formandone una rete triangolare. 244. 

Riguardando questi punti come vertici di triangoli che hanno latti la 
medesima base. 245. 

Si orienta un piano mediante I.i stella polare. 246. 

L* azimut è 1* angolo che un'orizzontale fa colla meridiana. ivi. 
Si riduce un angolo al centro dì stazione. 247. 



Si riduce un angolo all'orizzoate con una delle formule del n.° 224. 248. 

Il metodo più sicuro per fissare i punti d* una caria , è quello di 
stabilire le loro distanze ad una meridiana ed alla sua perpendicolare. 249. 

La tavola pretoriana serve a levare le particolarità del terreno, o rac* 
chiudendone lo spazio da figurare in un poligono del minor numero di 
bli possibile, o col metodo del n.* 245. 251 a 254. 

11 declinatore serve ad orientare il piano sulla tavola pretoriana. 255. 

Se da un punto se ne vedono diversi altri la cni posizione sia già 
fissata , serviranno questi a fare trovare il postodi questo punto sopra il 
piano. 257. 

La bussola per la proprietà che ha 1* ago calamitato di trovarsi sem- 
pre parallelamente, serve a levare il conlomo d* un poligono, il corso 
d* un fiume, le sinuosità d* una strada. 258. 

Noti due punti e 1* angolo che fa il meridiano magnetico colb retta 
che gli unisce , si determina la posizione d* un terzo punto. 261 . 

Lo squadro , serve a levar di pianta un terreno per mezzo d* una 
base o direttrice su cui s' abbassano delle perpendicolari dai vertici di 
tutti gli angoli. 262. 



CAPITOLO V. 

Compendio d‘ alcuni metodi ^qfici impiegati per copiare 
o ridurre le piante» 

Si copia lucidando contro al vetro, o su fogli trasparenti, calcan- 
done quindi questo primo disegno. 264. 
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Si riduce per mer.*rt di quadrati e dell* angolo riduttore , o cnlle 
scale, o seivendusi lin»lroeiite del pantografo, N * *i64. 

LIBRO VI. 

nozioni sull’ APPL lCAZIOnE DELL* ALr.FBn \ 

ALLA GEOMETRIA. 

CAPITOLO I. 

Equazioni della lince retta e delle tun*e 
del secondo gtado. 

Un punto è dato sopra un piano dalle sue distanze a due asti or* 
dìiiai'ianicnte rettangolari; si chiamano assi delle coordinate', uno è 
Tasse delle ascisse, T altro Tasse delle ordinate. 266. 

Due condizioni determinano la posizione d* ona retta , T angolo 
eh* essa fa coll* asse delle ascisse^ ed il punto ov*essa taglia uno de* 
gli assi. La tangente di quest* angolo rappresenta il rapporto costante 
fra le coordinate d* ogntino dei punti della retta. 267. 

lu conseguenza di ciò si tro^a T equazione d* una retta che passa 
per due puuti dati. 268. 

Quella d* una retta perpendicolare ad un* altra data. 269. 

La lunghezza d'una perpendicolare abbassata da un punto dato sopra 
una retta data. ivi. 

L* angolo di due rette date. 270. 

Dato il raggio d* un circolo, e le coordinate del suo centro, si tro* 
ra la sua equazione. 27 L 

Per mezzo di quella si veriHca la proprietà che il centro d* un cir* 
colo che passa per tre punti dati , trovasi .ili* intersezione delle due 
perpendicolari condotte dal mezzo delle rette che uniscono due a due i 
punti dati. 272. 

E quest* altra, che la Ungente è media proporzionale fra la secsote 
intiera e la sua parte esterna; ciò che dà il mezzo di descrivere un 
circolo tangente ad una retu daU e che passi per due punti dati. 273. 

L* elisse e una curva chiusa della quale una delle proprietà si è 
quella, che se si conducono da ognuno dei suoi punii a due punti fissi 
nel suo interno chiamati fuochi, due rette denominate raggi vettori, 
la somma di queste linee sarà cosUnte ; questa proprietà conduce alla 
sua equazione. 274. 

L* area d* un elisse è eguale al prodotto dei suoi semiassi , mnl* 
tiplicato per il rapporto della circonferenza al diametro. 275. 

Nell* iperhola la diflereoza dei raggi vettori è costante ; esprimendo 
questa proprietà , si ottiene T equazione della curva. 276. 

La proprietà caratteristica della parabola, è che tutti i suoi punti 
sono tanto lontani da una retta data denominata direttrice, quanto 
da un punto fìsso dato denominato il fuoco. Da questa proprietà ne 
deriva T equazione della curva. 277. 

L* area della parabola è eguale ai due terzi di quella del rettan- 
golo circoscritto. 278. 

Le curve di secondo grado, il circolo, T elisse, T iperbole e la 
parabola, vengono anche denominate sezioni coniche. 
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CAPITOLO II. 

Trasformazione delle coordinate , proprietà delle curve 
di secondo grado. 

L* equazione la più getternle di secondo grado con due Tarisbili^ rac> 
cinude le seconde e le prime potente di queste irsriabìlì , come pure 
il prodotto di queste prime potenze. N.* 280. 

Le formule per la trasformazione delle coordinate , non cangiano 
il grado dell* equazione d* una curva. 281. 

li raggio vettore è una retta che parte da un punto fisso o polo , e 
ebe va a finire ad un punto qualunque d* una curva. 283. 

Diicutere 1* equazione generale del secondo grado a due variabili , 
significa assegnare le condizioni analitiche coi qnest* equazione deve 
soddisfare per rappresentare tale e tale curva di questo grado. 281 a 288. 

11 rettangolo costruito sugli assi dell* eliise è equivalente al paraU 
lelogrammo costruito su suoi diametri conjugati. 289. 

Nell* disse , la somma dei quadrali dei diametri conjugati è eguale 
alla somma dei quadrati degli assi. ivi. 

Nell' iperbola , il parallelogrammo costruito su diametri conjugati è 
eguale al rettangolo degli assi. 290. 

K la diflVrenza dei quadrati dei diametri coojugati , è eguale a 
quella dei quadrati degli assi. ivi. 

Nella parabola , i quadrati delle ordinate sono praporzionalì alle 
ascisse corrispondenti , qualunque siasi I* angolo delle coortlioate. 

La tangente essendo considerata come una secante per la quale i 
due punti d* intersezione colla curva si confondono , se ne deducono 
le formule eh* esprimono questa condizione, e servono per consegnen* 
za a rappresentare le tangenti alle curve del secondo grado. 292. 

La normale t U perpendicolare alla tangente condotta dal punto di 
contatto , fino all* incontro dell* asse delle ascisse. 295. 

La soUonormale è la porzione di quest* asse compresa fra 11 piede 
della normale e dell* ordinata. 296. 

Se r asse maggiore d* un ellsse è infinito , questa curva degenera 
in parabola , ed uno dei raggi vettori diviene un diametro ed è pa- 
rallelo a quest'asse. 297. 

Si chiamano asintoti dell* iperbola , dne rette che si tagliano al 
centro della curva ed incessantemente si avvicinano ai suoi rami , 
senza però potergli mai toccare. 298. 

Equazione delr iperbola riferita ai suoi asintoti. ivi. 

Proprietà di questa curva , da cui deriva un mezzo seroplìcissimo di 
condurgli una tangente quando è dato il punto di contatto. ivi. 

CAPITOLO HI. 

Prmeipii di Geometria a tre dimensioni. 

L* equazione r> s x* 4-x* rappresenta una sfera col raggio r ; si 
ottiene quella delle intersezioni della sfera coi tre piani cooi^inati fa- 
cendo successivamente nella prima xes0,^b=:0,zc0. 300. 

L'equazione delle rappresentazioni d'nna retta sa piani coordinali de- 
teimìuano la posizione di quella retta nello spazio. 301. 




450 TÀVOLA DEI PBIIICIPII. 

La fomma dei quadrati dei coaeni degli angoli che nna retta fa con 
tre asci rettangolari, è eguale all* nnità o al quadrato del raggio delle 
Urole. N.® 305. 

11 coteoo dell* angolo di due rette è eguale alla eomma fatta dei prò» 
dotti dei coseni degli angoli che respcuivamente formano con ognuno 
degli assi rettangolari. 

L* eqoatiooe del piano si trova supponendolo generato dal movimento 
d* una retta , che gira attorno ad un* altra retta , e seco lei facendo 
costantemente un angolo retto. 304. 

Si determina il coseno dell* angolo dei dne piani. 307. 

Si trova la più corta distanza da un punto ad un piano. 308. 



I 



, Fine delln 7Wo/a. 

t 

\ 



) 

\ 

k 

r 

I 

I 



t 



( 



* 

’\ 

1 

t 




Digitized by Google 



ERRATA 






TOMO I. 



Pag. 


Verso. 




Leggasi. 




60 


5 


aumentare 


ammontare 


1 


92 


16 


— 12 6* 


+ 126* 


c 




all m A 


8 ai* — 4 ahc 


8 a*i — 4 aie 






UlUulO 


<2 ai*— 8 ab 


42ai* — 8 ab 




95 


16 


a* — i* 
c* — d‘ 


a* — i* 
c* — d* 


\ 


HO 


ultimo 70' 


75' 


/ 


H7 


11 


una 


ebe una 








TOMO 


II. 




78 


33 


MH 


MR 


ì 


Alla Tavola l.“ fig. 4.* GR 


GH 








TOMO 


III. 




74 


18 


la linda 


r alidada 


■s 

1 


61 


18 


2CAB-^EAB 


2 ( CAB — E AB ) 




129 


24 


A ( X — x" ) 


A (x'— x') 


1 




ultimo 


(x-x“) 




■f 


130 


16 


contatto ; 


contatto fig. 21 8 ; 





Tav. X. 6g. 2H Q Q' 

^37 29 La prima equazione (A) deve avere il D 

invece del D' 

) 



Digitized by Google 




Digitized by Google 




Digitized by Google 






DIgitIzed by 



